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الدرس
- الأعداد الأولية :

تعريف 
نقول عن عدد طبيعي 
[image: image1.wmf]N

 أنه أولي إذا وفقط إذا كان له قاسمان مختلفان فقط هما 1 و N نفسه.

أمثلة :

2 عدد أولي لأن له قاسمان فقط هما 1 و 2 .

6 ليس عددا أوليا لأن له أكثر من قاسمين وقواسمه هي : 1،2،3،6 .

1 ليس عددا أوليا لأن له قاسم واحد فقط هو 1 .

0 ليس عددا أوليا لأنه يقبل القسمة على كل عدد طبيعي .

17 عدد أولي لأن له قاسمان فقط هما 1 و 17 .

مبرهنة 1 :

كل عدد طبيعي 
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 غير أولي 
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 يقبل على الأقل قاسما أوليا 
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 بحيث : 
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البرهان :

بما أن 
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 غير أولي ويختلف عن 1 وعن 0 فإنه يقبل على الأقل قاسما يختلف عن 
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 وعن 1 . ليكن 
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 أصغر هذه القواسم .

كل قاسم للعدد 
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 هو قاسم للعدد 
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 وهو أصغر من 
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 وبالتالي لا يمكن أن يكون للعدد 
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 أي قاسم أصغر من 
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 ماعدا 1 إذن العدد 
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 أولي .

بوضع :  
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العدد 
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 قاسم للعدد 
[image: image17.wmf]N

 وهو يختلف عن 1 وعن 
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 .

إذن : 
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    ومنه :  
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    وعليه :  
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البحث عن الأعداد الأولية :

من المبرهنة السابقة نستنتج ما يلي :

إذا كان 
[image: image22.wmf]N

 عددا طبيعيا أكبر من 1 وكان لا يقبل أي قاسم أولي 
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 حيث 
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 فإن 
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 أولي .

مثال :

هل العدد 191 أولي .

نقوم بقسمة العدد 191 على كل من الأعداد الأولية 
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 ثم نحسب 
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 في كل مرة كما يلي :
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	لا يقبل
	لا يقبل
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	قابلية القسمة للعدد 191 على
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وبما أن : 
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  و 17 لا يقسم 191  فإن 191 أولي .

مبرهنة 2 :

مجموعة الأعداد الأولية غير منتهية . 

البرهان :

نبرهن أنه إذا أعطي عدد طبيعي 
[image: image32.wmf]N

 كيفي فإنه يوجد عدد أولي أكبر من 
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 . لذلك نعتبر العدد 
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لدينا :  
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وعليه كل عدد 
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 حيث 
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  يقسم 
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وبالتالي لا يقسم 
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 لأن 
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 و 
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 أوليان فيما بينهما.

إذا كان 
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 أوليا فإنه يوجد عدد أولي أكبر من 
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 .

( لأن 
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 أكبر من 
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إذا كان 
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 غير أولي فإنه يقبل قاسما أوليا وهذا القاسم أكبر من 
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 بالضرورة .

ومنه يوجد عدد أولي أكبر من 
[image: image48.wmf]N

 .

وعليه مجموعة الأعداد الأولية لا تقبل عنصرا أكبر وعليه فهي غير 

منتهية .

الأعداد الأولية و الأعداد الأولية فيما بينها :

مفهوم العدد الأولي ومفهوم العدد الأولي مع عدد آخر مفهومان 

مختلفان . فمثلا 20 أولي مع 9 لكن 20 غير أولي وكذلك 9 غير أولي.

مبرهنة 3 :

إذا كان 
[image: image49.wmf]d

 عددا أوليا وكان 
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 عددا طبيعيا لا يقبل القسمة على 
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فإن 
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 و 
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 أوليان فيما بينهما .

البرهان :

بما أن 
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 أولي فإن قواسم 
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 هي 1 و 
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 فقط .

وبما أن 
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 لا يقبل القسمة على 
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 فإن القاسم المشترك الوحيد بين 
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 و 
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 هو 1 . ومنه 
[image: image61.wmf]N

 و 
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 أوليان فيما بينهما .

نتائج :

1) كل عددين مختلفين و أوليين هما عددان أوليان فيما بينهما .

2) كل عدد أولي يكون أوليا مع أي عدد طبيعي غير معدوم وأصغر منه 

3) إذا لم يقسم العدد الأولي 
[image: image63.wmf]d

 كل من الأعداد الطبيعية  
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 فإنه أوليا مع كل منها وبالتالي يكون أوليا مع  

    جداءها أي لا يقسم الجداء 
[image: image65.wmf](
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 وبعبارة أخرى   

    إذا قسم العدد الأولي 
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 الجداء 
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 فإنه يقسم  

    على الأقل أحد العوامل 
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4) إذا قسم العدد الأولي 
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 جداء عوامل أولية فإنه يساوي أحد عوامل  

    هذا الجداء .

تحليل عدد طبيعي غير أولي إلى جداء عوامل أولية : 

مبرهنة 4 :

كل عدد طبيعي غير أولي وأكبر من 1 يقبل تحليلا وحيدا إلى جداء عوامل أولية .  

البرهان :
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 عدد طبيعي 
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 غير أولي وعليه يقبل قاسما أوليا 
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 حيث : 
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فإذا كان 
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 أوليا . انتهى التحليل .

وإذا كان 
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 غير أولي فإنه يقبل قاسما أوليا 
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 حيث : 
[image: image78.wmf]122

qd.q

=

  

ومنه :   
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فإذا كان 
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 أوليا . انتهى التحليل وهكذا إذا كان 
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 غير أولي نستمر بنفس الطريقة .

وبعد عدد منته من المرات نصل إلى حاصل أولي ونكون قد وضعنا 
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 على شكل جداء عوامل أولية 

إذن : 
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   حيث :  
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لنبرهن أن هذا التحليل وحيد ، نفرض أنه يوجد تحليل آخر :  
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   حيث :   
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وعليه :  
[image: image87.wmf]1212

(1) . . .  . . .  . . . 

ps

dddkkk

´´´=´´´


العدد 
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 يقسم الجداء 
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 وعليه فهو يساوي أحد هذه العوامل لكن 
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 هو أصغرها ومنه :  
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وكذلك 
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 يقسم الجداء 
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 وعليه 
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 يساوي أحد هذه العوامل لكن 
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 هو أصغرها ومنه : 
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 وعليه : 
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ومنه :   
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وبنفس الطريقة نجد :  
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( حيث 
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وعليه بعد الاختزال نجد : 
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 ومنه التحليل وحيد .

ملاحظة :

في تحليل 
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 يمكن أن تكون بعض العوامل الأولية متساوية فبعد تجميع العوامل الأولية المتساوية يكتب العدد 
[image: image106.wmf]N

 كما يلي :   
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حيث :  
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 أعداد أولية .
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 أعداد طبيعية .

مثال 1 :

حلل إلى جداء عوامل أولية العدد : 
[image: image110.wmf]7560

 

الحل :
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مثال 2 :

حلل إلى جداء عوامل أولية العدد : 80000 

الحل :
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عدد قواسم عدد طبيعي :

مبرهنة 5 :

عدد قواسم العدد المحلل إلى جداء العوامل كما يلي :


[image: image115.wmf]12

12

 . . . 

q

P

PP

q

Naaa

=´´´


هو :   
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البرهان : 

لدينا :  
[image: image117.wmf]12
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فإذا كان 
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 قاسما للعدد 
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 فإن :  
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حيث :   
[image: image121.wmf]11

0

P

a

££

   و   
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  و ... و  
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ولدينا :  
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  إمكانية لاختيار الأس 
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  إمكانية لاختيار الأس 
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  إمكانية لاختيار الأس 
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وعليه عدد قواسم 
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 هو : 
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مثال : ما هو عدد قواسم العدد 180 . عين كل القواسم .

الحل :
 لدينا :  
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وعليه عدد قواسم 180 هو : 
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* تعيين قواسم 180 : كل قاسم للعدد 180 من الشكل 
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  حيث :  
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	قيم 
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	قيم 
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	قيم 
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	قواسم العدد 180
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القاسم المشترك الأكبر لعدة أعداد طبيعية :

تعريف : 

القاسم المشترك الأكبر للأعداد 
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 هو جداء العوامل الأولية المشتركة في تحليلات الأعداد : 
[image: image173.wmf]21
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 بحيث يؤخذ كل عامل من هذه العوامل مرة واحدة وبأصغر أس .

مثال :

احسب : 
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الحل : 
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إذن :   
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المضاعف المشترك الأصغر لعدة أعداد طبيعية :

تعريف : 

المضاعف المشترك الأصغر للأعداد 
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 هو جداء العوامل الأولية في تحليلات الأعداد : 
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 بحيث يؤخذ كل عامل من هذه العوامل مرة واحدة وبأكبر أس .

مثال : 

احسب 
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الحل : 
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ومنه : 
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II- مبرهنة بيزو :

مبرهنة 1 : ( تقبل دون برهان ) .

إذا كان 
[image: image187.wmf]d

 القاسم المشترك الأكبر للعددين الطبيعيين غير المعدومين 
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 فإنه يوجد عددان صحيحان 
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مثال : 

لدينا : 
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لنبحث عن عددان صحيحان 
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[image: image196.wmf]00

2493

ab

+=

 

نلاحظ أن 
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 يحققان المعادلة 
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مبرهنة 2 ( مبرهنة بيزو ) :

يكون العددان الطبيعيان غير المعدومين 
[image: image200.wmf]a

 و 
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 أوليين فيما بينهما إذا وفقط إذا وجد على الأقل عددان صحيحان 
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البرهان : 

* إذا كان 
[image: image204.wmf]a

 و 
[image: image205.wmf]b

 أوليان فيما بينهما فإن: 
[image: image206.wmf](
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   وحسب المبرهنة 1 فإنه يوجد عددان صحيحان 
[image: image207.wmf]a

 و 
[image: image208.wmf]b

 

   بحيث :  
[image: image209.wmf]1

ab

ab

+=

  

  *إذا وجد عددان صحيحان 
[image: image210.wmf]a

 و
[image: image211.wmf]b

بحيث   
[image: image212.wmf]1
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  وكان  
[image: image213.wmf](
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   فإن : 
[image: image214.wmf]d

 يقسم 
[image: image215.wmf]a

 و 
[image: image216.wmf]b

   وعليه 
[image: image217.wmf]d

 يقسم 
[image: image218.wmf]a
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 و 
[image: image219.wmf]b

b

 

وعليه : 
[image: image220.wmf]d

 يقسم 
[image: image221.wmf]ab
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 وعليه : 
[image: image222.wmf]d

 يقسم 1 ومنه : 
[image: image223.wmf]1
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وعليه 
[image: image224.wmf]a

 و 
[image: image225.wmf]b

 أوليان فيما بينهما .

تطبيقات على مبرهنة بيزو :

1) إذا كان العدد الطبيعي 
[image: image226.wmf]a

 أولي مع كل من العددين الطبيعيين 
[image: image227.wmf]b

 

    و 
[image: image228.wmf]c

 فإنه يكون أولي مع الجداء 
[image: image229.wmf]b.c

 .

البرهان : 

بما أن 
[image: image230.wmf]a

 أولي مع 
[image: image231.wmf]b

 فإنه يوجد عددان صحيحان 
[image: image232.wmf]a

 و 
[image: image233.wmf]b

 

بحيث : 
[image: image234.wmf](1) . . . 1
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وبما أن 
[image: image235.wmf]a

 أولي مع 
[image: image236.wmf]c

 فإنه يوجد عددان صحيحان 
[image: image237.wmf]a
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 و 
[image: image238.wmf]b
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بحيث :  
[image: image239.wmf](2) . . . 1
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من (1) و (2) :  
[image: image240.wmf](
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    وعليه :      
[image: image241.wmf]2
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     إذن :       
[image: image242.wmf](
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بوضع  
[image: image243.wmf]acab

aaabbg
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   و   
[image: image244.wmf]bbd
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نجد :   
[image: image245.wmf]1
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وحسب نظرية بيزو فإن  
[image: image246.wmf]a

 و 
[image: image247.wmf]bc

 أوليان فيما بينهما .

2) إذا كان العدد الطبيعي
[image: image248.wmf]a

 أولي مع الأعداد الطبيعية 
[image: image249.wmf]21
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    فإن 
[image: image250.wmf]a

 أولي مع الجداء : 
[image: image251.wmf]12
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 و يبرهن بالتراجع  

    من أجل 
[image: image252.wmf]2
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 .

وبصفة خاصة :  إذا كان :   
[image: image253.wmf]12
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فإن 
[image: image254.wmf]a

 أولي مع الجداء 
[image: image255.wmf]n
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 .
III- مبرهنة غوص :


[image: image256.wmf]a

 و 
[image: image257.wmf]b

 عددان طبيعيان غير معدومين و 
[image: image258.wmf]c

 عدد صحيح غير معدوم .

إذا قسم العدد 
[image: image259.wmf]a

 الجداء 
[image: image260.wmf]bc

 وكان 
[image: image261.wmf]a

 أوليا مع 
[image: image262.wmf]b

 فإن 
[image: image263.wmf]a

 يقسم 
[image: image264.wmf]c

 .

البرهان :

بما أن 
[image: image265.wmf]a

 يقسم 
[image: image266.wmf]bc

 فإنه يوجد عدد صحيح 
[image: image267.wmf]q

 بحيث : 
[image: image268.wmf]bca.q
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وبما أن 
[image: image269.wmf]a

 أولي مع 
[image: image270.wmf]b

 فإنه يوجد عددان صحيحان 
[image: image271.wmf]a

 و 
[image: image272.wmf]b

 

بحيث : 
[image: image273.wmf]1
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 ( حسب مبرهنة بيزو ) .

وبضرب طرفيها في 
[image: image274.wmf]c

 نجد :  
[image: image275.wmf]acbcc
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إذن :   
[image: image276.wmf]ac.aqc
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    وعليه :  
[image: image277.wmf](
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بوضع :  
[image: image278.wmf]cqp
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   نجد :  
[image: image279.wmf]a.pc
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  وعليه 
[image: image280.wmf]a

 يقسم 
[image: image281.wmf]c

 .

تطبيقات على مبرهنة غوص : 

1) إذا قبل العدد الطبيعي 
[image: image282.wmf]b

 القسمة على كل من العددين الطبيعيين

  
[image: image283.wmf]1
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  و 
[image: image284.wmf]2

a

 وكان 
[image: image285.wmf]1
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  و 
[image: image286.wmf]2
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 أوليان فيما بينهما فإن 
[image: image287.wmf]b

 يقبل القسمة   

   على 
[image: image288.wmf]12
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 البرهان : بما أن
[image: image289.wmf]1

a

 يقسم
[image: image290.wmf]b

 فإنه يوجد عدد صحيح
[image: image291.wmf]q

بحيث : 
[image: image292.wmf]1
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 وبما أن 
[image: image293.wmf]2
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 يقسم 
[image: image294.wmf]b

 فإن
[image: image295.wmf]2
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 يقسم
[image: image296.wmf]1
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لكن
[image: image297.wmf]2

a

أولي مع
[image: image298.wmf]1

a

وعليه حسب مبرهنة غوص فإن 
[image: image299.wmf]2

a

 يقسم
[image: image300.wmf]q


أي يوجد عدد صحيح 
[image: image301.wmf]p

 بحيث :  
[image: image302.wmf]2
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وعليه : 
[image: image303.wmf]12
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  ومنه 
[image: image304.wmf]12

a.a

 يقسم 
[image: image305.wmf]b

 .

2) إذا قبل العدد الطبيعي 
[image: image306.wmf]b

 القسمة على كل من الأعداد الطبيعية  

   
[image: image307.wmf]21
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 الأولية فيما بينها مثنى مثنى فإن 
[image: image308.wmf]b

 يقبل القسمة   

    على 
[image: image309.wmf]12
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 وتبرهن بالتراجع من أجل 
[image: image310.wmf]2
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 . 

مثال 1 : 

العدد 396 يقبل القسمة على كل من العددين 2 و 11 الأوليان فيما بينهما وعليه فهو يقبل القسمة على 22 .

مثال 2 :

عين كل الأعداد الصحيحة 
[image: image311.wmf]x

 و 
[image: image312.wmf]y

 بحيث : 
[image: image313.wmf]57
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 .

الحل : 

لدينا 
[image: image314.wmf]57
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  وعليه 5 يقسم 
[image: image315.wmf]7
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 و 5 أولي مع 7 ومنه 5 يقسم 
[image: image316.wmf]y

 وعليه يوجد عدد صحيح 
[image: image317.wmf]k

 بحيث :  
[image: image318.wmf]5
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وعليه :   
[image: image319.wmf]575
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   ومنه :  
[image: image320.wmf]7
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إذن :  
[image: image321.wmf]7
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   و   
[image: image322.wmf]5
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   مع  
[image: image323.wmf]k
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مثال 3 : 

حل في 
[image: image324.wmf]2
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 المعادلة : 
[image: image325.wmf](1) . . . 532
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 علما أن 
[image: image326.wmf](
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 حل 
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الحل :

لدينا :  
[image: image327.wmf]532
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  و  
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وعليه :   
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وبالتالي :  
[image: image330.wmf](

)

(

)

(1) . . . 5131

xy

-=-


لدينا 5 يقسم 
[image: image331.wmf](
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 و 5 أولي مع 3 و حسب مبرهنة غوص 

فإن :  5 يقسم 
[image: image332.wmf]1
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 إذن يوجد عدد صحيح 
[image: image333.wmf]k

 بحيث : 
[image: image334.wmf]15
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 إذن : 
[image: image335.wmf]51
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وبالتعويض في (2) نجد :  
[image: image336.wmf](
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وعليه :  
[image: image337.wmf]13
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  أي :  
[image: image338.wmf]31
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وعليه حلول (1) هي الثنائيات 
[image: image339.wmf](
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 حيث :  
[image: image340.wmf]31
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و
[image: image341.wmf]51
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  مع  
[image: image342.wmf]k
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القاسم المشترك الأكبر لعدة أعداد طبيعية :

عند البحث عن القاسم المشترك الأكبر لعدة أعداد يمكن تعويض عددين منها بقاسمهما المشترك الأكبر . 

مثال : 

احسب 
[image: image343.wmf](
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الحل :
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[image: image349.wmf]10
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ومنه :  
[image: image351.wmf](
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الأعداد الأولية فيما بينها إجماليا :

تعريف : 

نقول عن الأعداد 
[image: image352.wmf]21
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 أنها أولية فيما بينها إجماليا إذا كان قاسمها المشترك الأكبر مساويا إلى 1 .

- علاقة بين 
[image: image353.wmf](
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[image: image355.wmf]a

 و 
[image: image356.wmf]b

 عددان طبيعيان غير معدومين .


[image: image357.wmf]d

 قاسمهما المشترك الأكبر .

فيكون :  
[image: image358.wmf]aa

d

¢

=

  و  
[image: image359.wmf]bb
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  و  
[image: image360.wmf](
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ليكن 
[image: image361.wmf]x

 مضاعف مشترك للعددين 
[image: image362.wmf]a

 و 
[image: image363.wmf]b

 وهو موجب تماما .


[image: image364.wmf]x

 مضاعف 
[image: image365.wmf]a

 و 
[image: image366.wmf]b

 وعليه يوجد عددان صحيحان 
[image: image367.wmf]a

 و 
[image: image368.wmf]b

 

بحيث :    
[image: image369.wmf]xa
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    و       
[image: image370.wmf]xb
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ومنه :  
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    و  
[image: image372.wmf]xb
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إذن :   
[image: image373.wmf]ab
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     وبالتالي :  
[image: image374.wmf]ab
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لدينا 
[image: image375.wmf]a
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 يقسم 
[image: image376.wmf]b
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 و 
[image: image377.wmf]a
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 أولي مع 
[image: image378.wmf]b
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 ومنه 
[image: image379.wmf]a
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 يقسم 
[image: image380.wmf]b

 أي يوجد عدد طبيعي 
[image: image381.wmf]q

 بحيث :  
[image: image382.wmf]qa
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وبالتالي :  
[image: image383.wmf]xbqabqab
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  ومنه :  
[image: image384.wmf](
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بوضع :  
[image: image385.wmf]ab
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   فإن :   
[image: image386.wmf]ababba
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ومنه كل مضاعف مشترك للعددين 
[image: image387.wmf]a

 و 
[image: image388.wmf]b

 هو مضاعف للعدد 
[image: image389.wmf]m

 وكل مضاعف للعدد 
[image: image390.wmf]m

 هو مضاعف مشترك للعددين 
[image: image391.wmf]a

 و 
[image: image392.wmf]b

 .

ومنه المضاعفات المشتركة للعددين 
[image: image393.wmf]a

 و 
[image: image394.wmf]b

 هي مضاعفات 
[image: image395.wmf]m

 

حيث :  
[image: image396.wmf]m

 هو المضاعف المشترك الأصغر للعددين 
[image: image397.wmf]a

 و 
[image: image398.wmf]b

  

ولدينا :  
[image: image399.wmf]ab
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  و   
[image: image400.wmf]ab
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وعليه :   
[image: image401.wmf]ab

md

´=´

    أي أن :   
[image: image402.wmf]ab
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فإذا كان :  
[image: image403.wmf]1
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   فإن :  
[image: image404.wmf]ab
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مبرهنة 1 :

مجموعة المضاعفات المشتركة لعددين طبيعيين هي مجموعة مضاعفات مضاعفهما المشترك الأصغر .

مبرهنة 2 : 

جداء عددين طبيعيين هو جداء قاسمهما المشترك الأكبر ومضاعفهما المشترك الأصغر .

مبرهنة 3 : 
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 أعداد طبيعية غير معدومة : 
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البرهان :

لدينا : 
[image: image407.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

 ;  ; 

PPCMabPGCDaba.b

llllll

´=
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وعليه : 
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وبالتالي :    
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مثال :
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المضاعف المشترك الأصغر لعدة أعداد طبيعية :

عند البحث عن المضاعف المشترك الأصغر لعدة أعداد طبيعية يمكن تعويض عددين منها بمضاعفهما المشترك الأصغر .

مثال : احسب : 
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* نحسب أولا : 
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فيكون :  
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             وبالتالي :   
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تمارين

  التمرين1 . 
حلل كل من الأعداد الآتية إلى جداء عوامل أولية 
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ثم استنتج قاسمها المشترك الأكبر ومضاعفهما المشترك الأصغر .

الحل1
تحليل كل من 
[image: image423.wmf]A

 و 
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 و 
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 إلى جداء عوامل أولية : 
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  التمرين2 . 
أوجد القواسم المشتركة للعددين 
[image: image436.wmf]a

 و 
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 حيث : 
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 و 
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الحل2
- نعين أولا : 
[image: image440.wmf](
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ومنه :  
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( ويمكن استعمال خوارزمية إقليدس ) .

وعليه القواسم المشترك للعددين 
[image: image444.wmf]a

 و 
[image: image445.wmf]b

 هي قواسم العدد 293 .

وبما أن 293 عدد أولي فإن قواسمه هي 1 ، 293

 إذن القواسم المشتركة للعددين 
[image: image446.wmf]a

 و 
[image: image447.wmf]b

 هي 1 ، 293 .
  التمرين3 . 
أوجد عددين 
[image: image448.wmf]a

 و
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بحيث 
[image: image450.wmf](

)

2226

PPCMa;b

=

 و
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الحل3
إيجاد 
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نفرض :  
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لدينا :  
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   و  
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  مع 
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  أوليان فيما بينهما .
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