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 حيثxدالة للمتغير الحقيقي  fلتكن   3 3f x x x      و fc  تمثيلها البياني .        

 .دالة فردية  fبين أن  _1             

 .f أدرس تغيرات االدالة_ 2             

أكتب معادلة للمستقيم _3               مماس المنحنى fc عند النقطةO . 

أدرس وضعية المنحنى _4  fc  بالنسبة إلى    

أرسم _5             و  fc  في نفس المعلم. 

 

و من  x- ،من   xومنه من أجل كل  هي  fمجموعة تعريف _1 
3

lim
x

f x


  

         
3 3 33 3 3f x x x x x x x f x              ومنه f  دالة فردية  

 دراسة التغيرات_  2

f:مجموعة تعريف  * ;fD     

:  حساب النهايات*        2

3 3
lim lim 1

x x
f x x

x 

  
      

  
 

                                         3

2

3
lim lim 1

x x
f x x

x 

  
      

  
 

ودالتها الشتقة  قابلة للإشتقاق على   f :fإتجاه تغير الدالة *      23 3f x x     و

إشارة f xالجدول  حسب: 

متناقصة تماما على fوعليه الدالة 

 المجالين   ; 1 ; 1;    ومتزايدة تماما

المجال    على 1;1 

كتابة معادلة المماس  -3     لدينا

    0 0 0y f x f      3ومنهy x :  

دراسة وضعية ى -4 fc بالنسبة لـ  من أجل كلx من   :  3 3 3f x y x x x      ومنه

إشارة  f x y  المنحنى حسب الجدول التالي   ومنه نجد fc  والمستقيم   يتقاطعان في النقطة 0;0O 

           o          x 

     - 0 +  f x 

       -        0                   +  f x
 

في المجال* ;0: fc  فوق *في المجال 0;:  fc تحت  

المماس  ملاحظة للمنحنى  fc عند النقطة 0;0O يخترق المنحني 

  fc  نسمي هذه النقطة بنقطة إنعطاف. 

 التمثيل البيانني

 

                             1                     1-                       x 

                      -                0            +     0           -  `f x 

                                     2                                                               

                                               2- 
 f x 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 شاطـــــــــــــــــــــن

 شاطـــــــــنحل  



 يوسفي عبد الرحمن                                                 النهايات الاستاذ                                                               

 sifou804@yahoo.fryousfi          مذكرات يوسفي

 

3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 مجموعة التعريف .1

 تحديد مجموعة تعريف الدالة إذا لم تكن قد أعطيت في النص. 

  مجموعة الدراسة  قصد تقليص(  في الحالات الممكنة ) دراسة شفعية الدالة أو دوريتها 

 .و تحديد مراكز أو محاور تناظر المنحني الممثل للدالة  

 .الأطراف المفتوحة  حساب النهايات عند حدود مجموعة الدراسة .2

 دراسة اتجاه تغير الدالة .3

 حساب المشتقة على المجالات التي تقبل عليها الدالة الاشتقاق 

 ةدراسة إشارة المشتقة و استنتاج اتجاه تغير الدال. 

 تحديد القيم الحدية في حالة وجودها. 

 تشكيل جدول تغيرات الدالة .4

 تحديد المستقيمات المقاربة .5

 التمثيل البياني للدالة .6

 المقاربة ترسم المستقيما. 

 و  تمثيل بعض النقط المساعدة من خلال حسااب إحاداثياتها و ناذكر بصافة خاصاة الانقط الحدياة
 .نقط تقاطع المنحني مع محوري الإحداثيات

 استغلال عناصر تنااظر المنحناي إن .رسم المماسات عند القيم الحدية و أخرى مطلوبة في النص
 .وجدت

 :ملاحظة
يظهر بصورةكبيرة من مخطط دراسة الدوال ان الهدف هو رسم المنحنى والأهم أكثر في الواقع هو 

لحصول عل هذه وعليه نلجأ في البحث عن بعض العناصر التي تساعدا ل.منحنى دقيق  ىعل الحصول 

 :الدقة ومن بينها

 
 

ذات الإحداثيات  Aيقطع محور التراتيب في نقطةfCحنى نالم  0; 0f 0ذا وفقط اذا كان العددا 

 ينتمي الى مجموعة تعريف الدالة

/1منحنى الدالة  مثال x 0لا يقطع محور التراتيب لأن fD 

)/1منحنى الدالة  1)x    يقطع محور التراتيب عند النقطة 0; 1A  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 دراسة دالة/.1
 مخطط دراسة دالة1.1 

بعد ما تطرقنا إلى حساب المشتقات و تطبيقاتها في استنتاج اتجاه تغير دالة                      :تمهيد     

و من تم القيم الحدية  و بعد التطرق إلى حساب النهايات و دراسة السلوك التقاربي لمنحني دالة 

ضحى من الممكن جدا دراسة دالة 
َ
نقترح فيما يلي مخططا لدراسة دالة علما أنه . و تمثيلها بيانيا أ

كما يمكن إلغاء بعض المراحل و ذلك حسب  تغيير جزئي عل الترتيب المقترح  يمكن إجراء

 . طبيعة الدالة المدروسة

 

 

 نقط تقـاطع المنحنى مع محوري المعلم2.1

 :مع محور التراتيبالتقاطع  1.1
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 Aيقطع محور االفواصل في نقطةfCالمحنى                                                                                                                                                                             

ذات الإحداثيات  ;0a ذا وفقط اذا كان العدداa  للمعادلةحلا( ) 0f x  مجموعة تعريف في

 الدالة اذ يمكن للمنحنى ان قطع محور الفواصل في عدة نقاط

 مثال  2 2 /f x x x x  )اي    ) 0f x   2يعني 2 / 0x x x   0ومنهx   2اوx  

مرفوض فان المنحنى يقطع المحور في  0بما ان ال 2;0 

 
مجال مفتوح يشمل العدد  المعرفة على fالدالة                                                                          

0x  شتقاق عند هاته النقطة وقابلة للا 

المستقيم  مماس المنحني fC عند النقطة دات الفاصلة  0 0;A x f x 

المنحني fC  يخترق مماسه عند النقطةA .عطاف للمنحنيتسمى هذه النقطة، نقطة ان fC 

 وللحصول عليها ندرس الوضعية

 مثال  3 3 1f x x x   

  2' 3 3f x x  اذن 0 1f    و ' 0 3f     هي 0ومنه معادلة المماس عند النقطة  :

3 1y x        

 :درس الوضعية المماس بالنسبة للمنحنىن

  3 33 1 ( 3 1)f x y x x x x        
                        0                          

                 x 
+ -   3f x y x  

ل المماس يخرق المنحنى في من خلال الجدو  0;1A .A تسمى هذه النقطة، نقطة انعطاف للمنحني fC 

): الدالة المعرفة ب ـ  fلتكن :تطبيق ) 1 1/f x x  على     1;0 0;1   ليكنو fC  تمثيلها

البياني في معلم متعامد ; ;O i j. 

 .ماذا تستنتج بالسبة للمنحى. أدرس النهايات عند الأطراف المفتوحة. fعين مجموعة تعريف .1

المنحني أرسم . fأدرس اتجاه تغير الدالة .2 fC. 

 :الحل
:إذن  0الدالة معرفة على يسار ال  .1

0 0

lim ( ) lim 1 1/
x x

f x x
 

 

     

:إذن  0الدالة معرفة على يمين ال 
0 0

lim ( ) lim 1 1/
x x

f x x
 

 

    

0xلها مستقيم مقارب موازي لمحور التراتيب  ذو المعادلة  fالدالة :النتيجة    

قابلة للإشتقاق على fالدالة .2 0  . لتكن'f  دالتها المشتقة على   1;0 0;1 . 

  2' 1/f x x اذن الدالة دوما سالبة. 

1                             0                          
                     1 x 

- -  'f x 
 جدول التغيرات يعطى كما يلي 

1                             0                          
                     1 x 

- -  'f x 

 
2( 1)f   

0( 1)f   
 

( ) 1 1/f x x 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :فواصلالتقاطع مع محور ال 1.1
 

 نقطة الانعطاف3.1
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 :رسم المنحنى 
0xنبدأ برسم المستقيمات المقاربة ذو المعادلة    

ثم نعين النقط  1;0  و 1;2    

 

 :تطبيق

: الدالة المعرفة ب ـ  fلتكن
1

( )
sin

f x
x

  ليكنو fC تمثيلها البياني في معلم متعامد ; ;O i j. 

بين أن المستقيم ذو المعادلة. أدرس شفعيتها و دوريتها. fعين مجموعة تعريف .1
2

x


 

محور تناظر ل ـ  fC .ي دراسة الدالةاستنتج أنه يكفf  0على المجال;
2

 
 
 

. 

أحسب  .2
0

lim ( )
x

f x




;0على المجال  fثم أدرس اتجاه تغير الدالة 
2

 
 
 

أرسم المنحني . fC. 

 :الحل

1. sin 0x   يكافئx k وبالتالي /fD k k   

 :دراسة شفعية الدالة .2

هي دالة فردية وبالتالي sinدالة ال 
1 1

( ) ( )
sin( ) sin( )

f x f x
x x

     


 

sinx:الدالةأن  .3 x  2دالة دورية دور لها و منه الدالةf 2دورية و  دور لها أي

1 1
( 2 ) ( )

sin( 2 ) sin( )
f x f x

x x



   


 

المستقيم ذو المعادلة .4
2

x


  محور تناظر ل ـ fC  يعني: 

نعتبر معلما جديدا ; ,i j  0,حيث
2

 
 
 

: و منه دساتير تغيير المعلم هي 
2

x X


   وy Y 

في المعلم الجديد نجد انها دالة  fاذا قمنا بمراعات الدالة
1

cos x
 زوجية فهي متناظرة وبما أن هذه الدالة 

/لمحور تراتيبها الذي معادلته  2x   اذن/ 2x   محور تناظر ل ـ fC. 

الدالة 
1

cos x
عادة ما تدرس على المجال   0; 0ستها على نصف المجال أي وبما أنها زوجية يكفي درا;

2

 
 
 

 

حساب . 5
0

lim ( )
x

f x




 ::  
0 0

1
lim ( ) lim 1/ 0

sinx x

f x
x 



 

    

;0على المجال  fدراسة اتجاه تغير الدالة. 6
2

 
 
 

 

حساب المشتقة   2

cos

sin

x
f x

x
   

  0f x  .إذنf 0متناقصة تماما على;
2

 
 
 

. 

/ 2
                                      

0 x 

 - 'f x 

 
0 

( )f x
 

المنحني  .7 fC. 
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 : المـؤسـســــــــة

 : السنة الدراسية

     :التاريــــــــــــخ

 :توقيت الحصة 

 الثانية رياضيات:المستــــــوى

  التحليل:التعلمميدان 

    النهايات:الوحدة التعلمية

 دراسة دالة:موضوع الحصة 

 الخ.........التمثيل البياني .الدالة المشتقة . حساب نهاية دالة  :المكتسبات القبلية  

 التعليمات والتوجيهات (ســـــــــير الحصة)الإنجاز الأنشطة المقترحة  
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 
 
 

المعرفة على fنعتير الدالة ;   3: ب ـ( ) 1f x x x   

و ليكن  fC  تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس ; ;O i j. 

 fة  ادرس تغيرات الدال .1

بين ان  .2 0;1I  مركز تناظر ل fC  ثم ارسم fC 

 :الحل
 :دراسة الدالة

الدالة كثير حدود فهي معرفة على  ;  

3lim :اتــالنهاي ( ) lim
x x

f x x
 

  3 وlim ( ) lim
x x

f x x
 

   

الدالة كثير حدود معرفة وقابلة للاشتقاق على مجموعة تعريفها ودالتها المشتقة :  شتقةـالم
2'( ) 3 1f x x  

 :الإشـارةجدول 

                 1/ 3                 1/ 3                           x 
+ - +  'f x 
 :جدول التغيرات

                 1/ 3                1/ 3                           x 
+ - +  'f x 

                                                  2 / 3 3 1    
 

                         1 2 / 3 3                                     

 f x
 

مركز تناظر ل   fC  
 

 

 

 0 0(2 ) 2f x x f x y    اي ان   

 

(2 0 ) 2

( ) 2 0

f x f x

f x f x

  

   
 

ومنه   3 3( ) 2 1 2 1 0f x f x x x x x            
الشرط محقق وبالتالي  0;1I  مركز تناظر ل fC 

المنحني  fC: 
 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 3دراسة دالة كثير حدود من الدرجة  /2
 مثالدراسة   1.2 

ان لاثبات                      0 0;A x y  يكفي اثبات ان 0 0(2 ) 2f x x f x y   
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المعرفة على fنعتير الدالة                       ;   3: ب ـ( ) 3 1f x x x   

و ليكن     fC  تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس ; ;O i j. 

 بين أن :lim ( )
x

f x


   وlim ( )
x

f x


  

  تحقق أنه من أجل كل عدد حقيقيx لدينا :   23 1f x x    .نتج، حسب قيم استxاتجاه تغير ،f. 

 شكل جدول تغيرات الدالةf. 

 أكتب معادلة للمستقيم  مماس المنحني fC  أدرس وضعية. 0عند النقطة دات الفاصلة 

المنحني fC بالنسبة إلى المستقيم  في المجال 1; 1 . 

  بعد حساب 2f   و 2f  ارسم   و fC محددا المماسين عند النقطتين 1;3  و 1; 1. 

 نسمي النقطة التي إحداثياها 0;1 .بين أن معادلة fC نسبة إلى المعلم ; ;i j 

3:هي 3Y X X   3ثم تحقق أن الدالة: 3g X X X مادا تستنتج؟ . دالة فردية 

 ن المنحنينلاحظ أ fC  يقطع محور الفواصل في ثلاث نقط نرمز إلى فواصلها ب ـ : ،  و. 

(0)لدينا  1f   و 1 1f     و منه   0 1 0f f  .نستنتج أن أحد الحلول و ليكن يحقق :

0 1  .   باتباع نفس المنهجية بين أن   . 

 ؟بالنسبة إلى   0,4و   0,3مادا تمثل كل من 

 .بالنقصان للعدد  0.1عين قيمة مقربة إلى . موجب تماما نفرض أن 

 :طبيقت

المعرفة على fنعتير الدالة   ;   3: ب ـ( ) 3 1f x x x   

و ليكن     fC  تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس ; ;O i j. 

 

3lim ( ) lim
x x

f x x
 

  
 

3lim ( ) lim
x x

f x x
 

  
 

 3( ) 3 1f x x x     2ومنه معرفة وقابلة للاشتقاق على مجموعة تعريفها'( ) 3 3f x x  

نجد  3باستخراج العامل المشترك    23 1f x x   

  جدول تغيرات الدالةf. 

...1يعني ان   .... 1x or x      

 ومنه جدول التغيرات يعطى 

                           1                               1                                  x 

+ - +  'f x
 

                                                             3    

 

                                 1                                                               

 f x
 

 معادلة للمستقيم  مماس المنحني fC  لدينا  . 0عند النقطة دات الفاصلة

   20 3 0 1 3f       (0)3و 0 30 1 1f     

ومنه     ' 0 0 0 3 1y f x f x         اذن معادلة   3هي 1y x   

المستقيم  مماس المنحني fC عند النقطة دات الفاصلة  0; 0A f 

المنحني fC  يخترق مماسه عند النقطةA .تسمى هذه النقطة، نقطة انعطاف للمنحني fC 

 :ندرس الوضعية المماس بالنسبة للمنحنى وللحصول عليها 

 وضعية المنحني fC بالنسبة إلى المستقيم  في المجال 1; 1 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مثالدراسة   2.2

   23 1 0f x x   
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  3 33 1 ( 3 1)f x y x x x x        

                          0                          
                               x 

+ -   3f x y x  
من خلال الجدول المماس يخرق المنحنى في  0;1A .A تسمى هذه النقطة، نقطة انعطاف للمنحني fC 

      
3

2 2 3 2 1 8 6 1 1f               و         
3

2 2 3 2 1 8 6 1 3f        

 المماس عند 1;3     3هوy  

   1 3 1 1 0f          ومنه          ' 1 1 1 3y f x f      

 المماس عند 1; 1     1هوy   

   1 3 1 1 0f         ومنه             ' 1 1 1 1y f x f      

  0;1 . عادلةالم fC نسبة إلى المعلم ; ;i j 3:هي 3Y X X  

ان يعني 
1

x X

y Y




 
31أي ان   3 1Y X X       3اذن 3Y X X   

:3الدالة  3g X X X ن اجل كل ان ميعني  .دالة فرديةx  يوجد  منx   من 

ومنه        
3 33 3g X X X X x         اذن   g X g X   

ان  تستنتج 0;1  مركز تناظر منحنى الدالةg 

 نلاحظ أن المنحني fC  اصل في ثلاث نقط نرمز إلى فواصلها ب ـ يقطع محور الفو : ،  و. 

(0)لدينا  1f   و 1 1f     و منه   0 1 0f f  .نستنتج أن أحد الحلول و ليكن 

0: يحقق 1  . 

باتباع نفس المنهجية بين أن    . 

 ؟بالنسبة إلى   0,4و   0,3مادا تمثل كل من 

  نفرض أن بالنقصان للعدد  0.1عين قيمة مقربة إلى . موجب تماما. 
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: ب ـ  المعرفة على fنعتبر الدالة                                                                                    3 3 4f x x x     

و  ليكن fC تمثيلها البياني في معلم ; ;O i j. 

:  من xاجل كل بين انه من  (1    
2

1 2f x x x   .  

 .fادرس تغيرات الدالة (2

عين نقاط تقاطع المنحنى (3 fC مع المحورين 

احسب  (4 f x  ثم أدرس اشارتها. 

 1ذات الفاصلة  Aعين معادلة المماس عند النقطة  (5

أنش ئ  (6 fC  والمماس في نفس المعلم ; ;O i j. 

 الحل

:  من xمن  اجل كل  (1
    

  

2

2

3

1 2

........ 1 4 4

........ 3 4

f x x x

x x x

x x

  

   

  

 

 fادرس تغيرات الدالة (2

: لدينا  :النهايات  3lim lim
x x

f x x
 

  .  

  3lim lim
x x

f x x
 

     

، من xجل كلو لدينا من أ قابلة للاشتقاق على fالدالة :المشتقة  23 6f x x x  . 

  0f x   23يعني ان 6 0x x   أي 

36   1ومنه 0x   2و 2x   

          0            2            x 
      +       0      -     0        +  f x 

                   0 
 

4                             

 
 f x 
 

المنحنىعين نقط تقاطع    (3 fC مع المحورين 

 :محور الفواصل  
0y :معالته تعطى بــــ   ادن  3 3 4f x x x    ومنه    

2
1 2 0f x x x    

1اذن  0x    1ومنهx  

 و 
2

2 0x    2ومنه 0x    2أيx   

هي  ومنه النقط  1;0  و 2;0 

 :محور التراتيب  
0x :معالته تعطى بــــ   ادن 0 4f    ومنه النقطة هي 0, 4 

احسب  (4 f x  ثم أدرس اشارتها. 

fالدالة  و لدينا من أجل كل قابلة للاشتقاق علىx من ،  6 6f x x  . 

  0f x   6ومنه 6 0x    1اذنx   

                1                x 
          +          0          - f x 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مثالدراسة   2.3
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لدينا : معادلة المماس   (5    y f a x a f a   

ومنه  1 3f      و 1 2f      وبالتالي 3 1 2 3 5y x x       

أنش ئ  (6 fC  والمماس في نفس المعلم ; ;O i j. 

 
 
 

 :ننائج وملاحظات
 من خلال المنحنى

نلاحظ أن المنحني -1 fC يخترق مماسه عند النقطة 1; 2  

انعدمت -2 f x مغيرة إشارتها 

 تعريف نقطة الأنعطاف
f  دالة عددية معرفة علىfD  وقابلة للأشتقاق مرتين على الأقل علىfD. 

 .اناذا وفقط اذا ك 0xيقبل نقطة انعطاف  فاصلتها  fالمنحني الممثل للدالة

إذا انعدمت f x 0مغيرة إشارتها عند قيمةx فإن المنحني الممثل للدالةf  يقبل نقطة

انعطاف  0 0;A x f x. 

النقطة  -3 1; 2   هي مركز تنظر للمنحنى fC. 

 :مركز التناظر
النقطة   0 0;A x f x 3 :هي مركز تناظر لمنحنى الدالة المعرفة ب 2:f x ax bx cx d   

0aحيث   

 :طريقة للبرهان على مركز التناظر
  0 0;A x f x  مركز تناظر للمنحنى 

نضع  y f x  ونغير المعلم ; ;O i j  الى المعلم ; ;A i j  حيث نضع: 
0

0

x X x

y Y y

 


 
 

 :ثم نبين أن,في المعلم الجديد  fونكتب معادلة منحنى الدالة 

 Y f X  وعليه فان النقطة , دالة فرديةهي  0 0;A x f x  هي مركز تناظر للمنحنى fC 
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 : المـؤسـســــــــة

 : السنة الدراسية

     :التاريــــــــــــخ

 :توقيت الحصة 

 الثانية رياضيات:المستــــــوى

  التحليل:التعلمميدان 

    النهايات:لميةالوحدة التع

 دراسة دالة تناظرية:موضوع الحصة 

 .حساب نهايات بإزالة عدم التعيين ..لحساب نهايات( المجموع؛ الجُداء؛ المقلوب؛ حاصل القسمة) استعمال النظريات الأولية :المكتسبات القبلية  

 هاتالتعليمات والتوجي (ســـــــــير الحصة)الإنجاز الأنشطة المقترحة وطبيعتها

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

دراسة الدوال من الشكل  
ax b

f x
cx d





0cمع   0وad bc  

 دائما هي مجموعة التعريف. (ا d c  

النهايات (. ب lim
x

af x
c

    و lim
x

af x
c

. 

 lim
x a c

f x




      و lim
x a c

f x


 . 

  المستقيمان المقاربان . (ج

فواصل معادلته مستقيما مقاربا موازيا لمحور ال
a

y
c

. 

مستقيما مقاربا موازيا لمحور التراتيب معادلته 
d

x
c

  

لحساب النهاية . (د lim
a c

x f x  ندرس اشارة المقام ونعوضx بd
c

 

هي  fمشتقة الدالة : الأشتقاق( . ه 
 

2

ad cb
f x

cx d


 


 

المعرفة على fنعتبر الدالة  :مثال    ; 2 2;     ب ـ : 
2 1

2

x
f x

x





  

و  ليكن   fC تمثيلها البياني في معلم ; ;O i j. 

 :النهايات

     
2

lim 2
1x

f x


        و 
2

lim 2
1x

f x


 .  

يمكن أن نكتب        f x على الشكل:    
1

2 1
2

f x x
x

 
   

 
2xلندرس إشارة .  : 

 

لدينا    
2

lim 2 1 3
x

x


    و
2

1
lim

2x x


 
  

 
و منه   

2

lim
x

f x




 . 

لدينا    
2

lim 2 1 3
x

x


    و
2

1
lim

2x x


 
  

 
و منه   

2

lim
x

f x




 . 

                2                x 
2xإشارة-          0+                      

 

 

 

 

 

 دراسة دالة تناظرية/3
 دراسة مثال1.3 

             :ملاحظة 

:من الشكل fنسمي دالة تناظرية كل دالة
ax b

x
cx d




 أعداد حقيقية  dو a ،b ،cحيث  

0cمع      0وad bc  
 

 



 يوسفي عبد الرحمن                                                 النهايات الاستاذ                                                               

 sifou804@yahoo.fryousfi          مذكرات يوسفي

 

02 

 

يقبل المنحني :المستقيمات المقاربة fC 2مستقيما مقاربا موازيا لمحور الفواصل معادلتهy   و

2xصل معادلتهمستقيما مقاربا موازيا لمحور الفوا  . 

من xمن أجل كل :المشتقة   ; 2 2;    ،

 
   

   
2 2

2 2 1 2 1 3

2 2

x x
f x

x x

  
  

 
. 

من xمن أجل كل :إشارة المشتقة   ; 2 2;   ،  0f x . 

متزايدة تماما على كل من المجالين   fنستنتج أن الدالة   ; 2   و 2; . 

 
 
 

معرفةعلى xدالة للمتغير الحقيقي  fلتكن  1بـ  

    
3

1
f x

x



و  fc  .تمثيلها البياني  

 عند حدود مجموعة التعريف fأحسب نهايات الدالة (1

 .وشكل جدول تغيراتها fأدرس إتجاه تغير الدالة (2

عين إحداثيات نقط تقاطع المنحنى (3 fc  مع محوري الإحداثيات. 

عين معادلتي المستقيمين المقاربين للمنحنى(4 fc 

أرسم المستقيمين المقاربين والمنحنى (5 fc 

  الحـــــــــل

 :حساب النهايات(1

هي  f مجموعة تعريف الدالة 1 

   
3 3

lim lim 0; lim lim 0
1 1x x x x

f x f x
x x   

   
 

  

لدينا
1 1

1 1

1 1
lim ; lim

1 1x x
x xx x 
 

   
 

وعليه    

 

 

1 1

1 1

1 1

1 1

1
lim lim 3

1

1
lim lim 3

1

x x

x x

x x

x x

f x
x

f x
x

 

 

 

 

   


   


 

 :fدراسة إتجاه تغير الدالة (2

f  قابلة للإشتقا ق على كل من المجالين   ;1 ; 1; ولدينا 

 
   

2 2

1 3
3

1 1
f x

x x


   

 
من  xومنه لدينا من أجل كل      0 ff x D   

متناقصة على كل من المجالين  f وعليه الدالة  1. : .1 وجدول تغيراتها  كما يلي 

 

 

 

 

 

 

 

  

تعين نقط تقاطع (3 fc  مع محوري الإحداثيات    

مع المحور * yy :x=0   و y f x و x=0معناه    0 3y f   

 دراسة مثال2.3

                  0                x 

 - - f x 

 
 

0 

0 

 

 

 f x
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ومنه     fc yy A   حيث 0, 3A  

مع المحور *  0y xx   و y f x  0معناهy   و  0f x  

   0f x   يكافيء

3
0

1x


   1و   3=0أي 0x     0=3   مستحيلة ومنه   fc xx   

 تعين معادلتي المستقيمين المقاربين(4

لدينا   lim 0; lim 0
x x

f x f x
 

 معادلته  ي،ومنه  المستقيم الذy = 0  مستقيم مقارب

لـ fcعندو محوراالفواصل يوازي 

   
1 1

1 1
lim ; lim

x x
x x

f x f x
 

 
    ومنه المستقيم الذي معادلتهx=1  مستقيم مقارب

لـ fc يوازي محور التراتيب   

رسم ا المستقيمين المقاربين  والمنحني (5 fc     

لرسم  المنحني  fc ننش يء بعض النقاط المساعدة 
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