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4.5

z :z²المعادلة التالية ذات المجهول  ( حل في مجموعة الأعداد المركبة 1 2z 2 0  . 

 (O;u;v)المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ( 2

على التّرتيب: والتي لواحقها  Mو  K ،L قطلتكن الن
K

z 1 i   ؛
L

z 1 i    و
M

z i 3 . 

 في المعلم السابق.  Mو  K ،L النقط  أنشئ 

أ( تحقق أن -3
N

z  لاحقة النقطةN  نظيرة النقطةM  بالنسبة للنقطةL  2هي i( 3 2) . 

وزاويته  Oالذي مركزه  rب(نعتبر الدوران   
2


r(M) حيث :  A  وr(N) C. 

عيّن اللاحقتين      
A

z  و
C

z  للنقطتينA،C . على الترتيب 

t(M) حيث: 2iالذي لاحقة شعاعه هي  tجـ(نعتبر الانسحاب    D  وt(N) B. 

عيّن اللاحقتين     
D

z  و
B

z للنقطتينD، B. على الترتيب 

هي منتصف كلا  من القطعتين المستقيمتين Kأ( بيّن أن النقطة-4 DB  و AC. 

C ب(بيّن أن :   K

B K

z z
i

z z





 .ABCD، ثم استنتج طبيعة الرباعي  

4

Iلتكن المتتالية)(
nu) بـ: المعرّفة على 

0

1
u

3
  ومن أجل كل عدد طبيعيn:

n 1

n

3 1
u 1

2 1 2u


 
  

 
 

:nأجل كل عدد طبيعيبرهن بالتراجع أنه من ( 1
n

0 u 1. 

n أ( تحقق أنّ :-2 n

n 1 n

n

2u (1 u )
u u

1 2u



 


)، ثم استنتج اتجاه تغير المتتالية nعدد طبيعي أجل كلمن  

n
u). 

)ب( بيّن أن  
n

u ، ثم احسب نهايتها.  (.متقاربة 

II )( لتكن
nv كما يلي:  ( متتالية عددية معرّفة علىn

n

n

u 1
v

2u


 

أ( بيّن أن المتتالية )
nv.هندسية  يطلب تعيين أساسها وحدّها الأول) 

ب( اكتب 
nv بدلالةn  و استنتج

n
u دلالة بn ثم احسب من جديد نهاية المتتالية ،(

nu.) 

  ينالمجموعn جـ( احسب بدلالة 
n 0 1 n

S v v ...... v      وn

n 0 1 2 n
T v 3v 9v ...... 3 v     
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4,5

;O;i)الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس j;k) . تيننعتبر النقط  A 12;7; 13، B  انوالمستوي 2;1;3

 (P) و(P')حيث(P) 3ذو المعادلة الديكارتيةx 2y 5z 1 0   و(P') ذو المعادلة الديكارتيةx y 2z 0  . 

 شعاع توجيه له. u(1;1;1)و  Bيشمل النقطة متقاطعان وفق مستقيم  ('P)و  (P)( بيّن أن 1

 .(P)على المستوي Aهي المسقط العمودي للنقطة  Bأثبت أن النقطة (2

 المستوي والمعرف بالتمثيل الوسيطي :(Q)ليكن ( 3

x 2t 2 6

y 2t 3 5 t;

z 2t 6

   


    
  

 

 متوازيان. (Q)و(P)أ(بيّن أن المستويان    

3xن المعادلة : ب( تحقق أ   2y 5z 58    هي معادلة ديكارتية للمستوي(Q). 

منتصف القطعةIجـ(تحقق أنّ النقطة  BAتنتمي للمستوي(Q)استنتج أنو(Q) محوري للقطعةهومستوي BA 

MA.MB من القضاء والتي تحقق :Mمجموعة النقط  (S)( لتكن 4 0. 

 . هي سطح كرة يطلب تحديد عناصرها المميزة (S)أ(بيّن أن   

 وفق دائرة يطلب تعيين مركزها ونصف قطرها. (S)يقطع سطح الكرة (Q)ب(استنتج ان المستوي   
07

I-  العددية الجدول التالي هو جدول تغيرات  الدالةg كما يليوالمعرفة على المجال 

                     xg(x) (x 1)e 2   

 ، ثم أتمم النهايات المنقوصة في جدول التغيراتg(2)أ(احسب

0,38بحيث:وحيد عدد حقيقيب(علل وجود 0,36  :يحققg( ) 0  

 .على المجال  g(x)استنتج اشارة جـ(

II-fبـ: المعرفة على المجال لدالة العددية ا xf (x) 2x 1 xe     

و
f

(C ;O;i)متجانسالمستوي منسوب إلى معلم متعامد وياني في تمثيلها الب( j)          

بيّن أن : (1  
x
lim f (x)


   و 
x
lim f (x)


 . 

f: نم xن أنه من أجل كل بيّ -أ( 2   '(x) g(x) إشارة استنتج  ثمf '(x) اتها.ثم شكل جدول تغير 

ن أن :بيّ -ب     
2

f ( ) 2 3
1

   
 

f، ثم جد حصرا للعدد   ( ). 

بيّن أن المنحنى  (3  
f

(C  يقبل نقطة إنعطاف يطلب تعيين إحداثيتّها. (

ن أنبيّ -أ-4
f

(C y:معادلته(d) مائلا امقارب ايقبل مستقيم( 2x 1 ادرس وضعية  ،ثم
f

(C  (d)لمستقيم لبالنسبة  (

أنشئ المنحنى -جـ 
f

(C في المعلم السابق وعلى المجال ( 1,5 ;  تعطى((f ( 1,5) 4,72  

xh(x)كمايلي :  والمعرفة على  h( لتكن الدالة 5  f (x².e ) . 

 ثم شكل جدول تغيراتها. h بالستعمال مشتق دالة مركبة ، استنتج اتجاه تغير الدالة 

xk(x)كمايلي :  والمعرفة على  k( لتكن الدالة 6 (ax b)e  . 

xxدالة أصلية للدالة  kبحيث تكون  bو aعيّن العددين الحقيقين -أ   xe 

 .على  fاستنتج دالة أصلية للدالة  -ب  
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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        2          x 

-      0       + g'(x) 

.... 

 

...                        ... 

 
g(x) 

 



4.5

n(uنعتبر المتتالية    0u المعرفة بـ : ( 3  ومن أجل كل عدد طبيعيn،n 1 n3u u 4n 4   . 

 .1u  ،2u ،3u( احسب 1

n،nu( أ( برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي2 0. 

nب( استنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي    1،n

4
u n

3
 استنتج نهاية المتتالية  وn(u ). 

n(v( نعرف المتتالية 3 n   ،nبـ: من أجل كل عدد طبيعي  ( nv u 2n 1  . 

n(vأ( برهن أن المتتالية    متتالية هندسية يطلب تعيين أساسها وحدها الأول. (

، nب( استنتج أنه  من أجل كل عدد طبيعي  
n

n

1
u 4 2n 1

3

 
   

 
. 

 بـ :  nالمعرف من أجل كل عدد طبيعي  nS. المجموع nجـ( احسب  بدلالة  

n 0 1 n
S v v ...... v      ثم استنتج بدلالةn  المجموع

n
T   : حيث

n 0 1 n
T u u ...... u    

 4.5  

;O;i)في الفضاء المزود بالمعلم  j;k)النقط  نعتبر المتعامد والمتجانسA(1;0; 2)،B(3;0;1)،C(1;0;1)     

 Bو تشمل النقطة  Aالتي مركزها  (S)أكتب معادلة لسطح الكرة .1

)لتكن .2 )  مجموعة النقطM(x;y;z) من الفضاء بحيث  :
x 2z 3 0

y z 1 0

  


  
    

)بين أن  -       ) مستقيم من الفضاء شعاع توجيههu( 2; 1;1)   ويشمل النقطةB 

)و يعامد المستقيم  Aنقطة الذي يشمل ال (P). أكتب معادلة ديكارتية للمستوي 3    ) . 

)و المستقيم  (P)عين احداثيات نقطة تقاطع المستوي  -. أ4    ) . 

)عن المستقيم  Aأحسب بعد النقطة  -ب       )  استنتج أن ثم( )  يقطع سطح الكرة(S) .   في نقطتين 

   5 .t عدد حقيقي وG مرجح الجملة t(C;1),(B;e بين أن :  أ( .(
t

1
BG BC

1 e



     . 

بـ :      المعرفة على  fشكل جدول تغيرات الدالة  ب(          
t

1
f (t)

1 e



. 

هي القطعة في  tعندما يتغير  Gمجموعة النقط ان  استنتج  جـ(           BC . 

4

;Oفي المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ,( u v) نعتبر النقطA ،B  ،C  صور الأعداد المركبة 

          
A

z 2i       ،
B

z 3 i       ،
C

z 3 i  

أ( اكتب   .2
A

z    ،
B

z     ،
C

z  على الشكل الأسي. 

    A ،B  ،Cالتي تشمل النقط  (C)مركز ونصف قطر الدائرة استنتج ب(
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2-1-2

2

3

4

5

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

-9

-10

-11

-12

-13

0 1

1

x

y

( c )

 (C)ثم أرسم الدائرة    A ،B  ،Cجـ( علم النقط      

Bالعدد  اكتب.(2 A

C A

z z

z z




 ABCاستنتج طبيعة المثلث  ثم،على الشكل الجبري ثم على الشكل الأسي  

و زاويته  Aالدوران الذي مركزه  rليكن .1
3


 

3ذات اللاحقة   Oبين أن النقطة  ( أ i   صورة النقطةO   بالدورانr 

بين أن   ( ب O C   قطرا للدائرة(C) انشئ   ثم(C ) ئرة صورة الدا(C)  بالدورانr. 

C)و  (C)تحقق أن الدائرتين جـ(  )  تشتركان في النقطتينA وB 

00

𝐼-التمثيل البياني للدالةالمقابل هو نىحالمنgالمعرفة على
 *ℝ3  :بـg(x) 2x 3 6ln x   

 . g: شكل جدول تغيرات  بقراءة بيانية     

g(x) بين ان المعادلة  (1 0 تقبل حلا وحيدا 1,07يحقق 1,09  

على g(x)استنتج اشارة  (2
 *ℝ   . 

𝐼𝐼-  المعرفة على  نعتبر الدالة العدديةℝ*
بـ :  

ln x
f (x) 2x 3

x²
 و

f
(C تمثيلها  (

;O;i) ي في المستوي المنسوب الى المعلمالبيان j)والمتعامد  i 2cm، j 1cm                                                     

. احسب1
x
lim f (x)


  و  
x
lim f (x)


و    
x 0
limf (x)


 ثم فسر النتيجة الاخيرة هندسيا  

  :   غير معدوم xبين انه من اجل كل عدد حقيقي  -أ .2
4

x.g(x)
f '(x)

x
 

fاستنتج اشارة  -ب    '(x) ثم شكل جدول تغيرات ، f (x) 

    بين ان -جـ   
3

f ( ) 3
2 ²

   


fثم استنتج حصرا لـ   ،  ( ) 

yالمعادلة ذا(D)بين ان المستقيم-. أ3 2x مقارب مائل للمنحنى
f

(C  ادرس وضعيةثم (
f

(C  (D)بالنسبة الى  (

)بين انه يوجد مماس-أ.4 )لــ
f

(C يمسو (D)المستقيم يوازي(
f

(C  يطلب اعطاء معادلة لهذا المماس في نقطتين (

)انشئ  -ب     )  و(D)  و
f

(C f.           )  تعطى    ( ( 0,75) 0    ) 

mx² عدد و اشارة حلول المعادلة : mناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي  -أ .5 3ln x 0      

*ℝالمعرفة على  hلتكن الدالة  -ب    
بـ :     

a bln x
h(x)

x


 

دالة اصلية للدالة  hبحيث تكون  bو aعين العددين الحقيقيين* 
ln x

x
x

  علىℝ*
 

*ℝ علىاستنتج دالة اصلية للدالة  *
 . 
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 1 

   :علوم وتجريبية 3 شعبة         

3112

                                                   

 هي منتصف كلا منKأ(تبيّان أن-4 DB و AC 

B :لدينا D

K

z z 2 3i (2 3)i
1 i z

2 2

   
    

       A C

K

z z 3 (2 3) 2i
1 i z

2 2

   
    

C:ب(تبيّان أن K

B K

z z
i

z z





 ABCDاستنتج طبيعة الرباعيو

C K

B K

z z (2 3) 2i (1 i) (1 3) i

z z 2 3i (1 i) 1 ( 3 1)i

      
 

     
 

Cنجد في مرافق المقامالكسر حدّي بعد ضرب  K

B K

z z
i

z z





 

C K

B K

z z
i

z z





Cمعناه  K

B K

z z
i 1

z z


 


CKمعناه BK 

C K

B K

z z
arg arg(i)

z z

 
 

 
(KC;KB)معناه 

2


 

لقطران مربع لأن اABCDالرباعي ومنه AC   و

 BDمتناصفان ومتعامدان 

4

I-1برهن بالتراجع أنه(ال
n

0 u  nمن أجل كل1

  P(0)التحقق من صحة*

nمن أجل 0:يكون لدينا 
0

0 u محققة لأن1
0

1
u

3
 

P(nصحيحة ونبرهن صحّة  P(n)نفرض أن* 1) 

 لدينا:
n

0 u  nمن أجل كل1

 ومنه:
n

0 2u ومنه  2
n

1 1 2u 3 

ومنه
n

1 1
1

3 1 2u
ومنه  

n

1 1
1

1 2u 3
  


 

ومنه 
n

1 2
0 1

1 2u 3



ومنه

n

3 1
0 1 1

2 1 2u

 
 

 
 

وعليه
n 1

0 u 1


ومنه الخاصية  
n

0 u  صحيحة 1

n:أ(التحقق أنّ-3 n

n 1 n

n

2u (1 u )
u u

1 2u



 


  nأجل كلمن 

4.5

z² :المعادلة التالية حل في (1 2z 2 0  . 

z² 2z 2 0   تكافئ z² 2z 1 1   

z) تكافئ                         1)² i²  

z تكافئ                        1 i  أوz 1 i   

z تكافئ                        1 i  أوz 1 i   

   Mو  K ،Lالنقط   إنشاء(2

لدينا: 
K

z 1 i   ؛
L

z 1 i    و
M

z i 3 . 

2 3-1-2

2

-1

-2

0 1

1

x

y

M

K

L

O

N

C

A

B

D

 

تحقق أن أ(ال-2
N

z 2 i( 3 2)    

  Lبالنسبة للنقطة  Mنظيرة النقطةNلدينا النقطة 

 ومنه :
N L M

z 2z z 2 i( 3 2)     

ب( تعيين اللاحقتين   
A

z  و
C

z 

وزاويته  Oمركزه  دوران  r:لدينا
2


 

'z هي: rوعليه العبارة المركبة لـ  iz 

r(M) لدينا: A  معناه
A M

z iz 3  

       r(N) C  معناه
C N

z iz (2 3) 2i    

تعيّين اللاحقتين  جـ( 
D

z  و
B

z 

 2iلاحقة شعاعه  انسحاب  t :لدينا

'z هي: tوعليه العبارة المركبة لـ  z 2i  

r(M) لدينا: D  معناه
D M

z z 2i (2 3)i    

       r(N) B  معناه
B N

z z 2i 2 3i    



 3 

  ينالمجموعn جـ( احسب بدلالة 
n

S   و
n

T 

 :لدينا
n 0 1 n

S v v ...... v                                            

:ومنه

n 1

n 1n 1

n 0

1
1

1 q 3 13
S v ( 1) 1

11 q 2 3
1

3





  
                

             

 

n لدينا:

n 0 1 2 n
T v 3v 9v ...... 3 v     

n ومنه:

n 0 0 0 n
T v 3v .q 9v q² ...... 3 q     

n أي:

n 0 n 0
T v (1 3.q 9q² ...... 3 q ) v (n 1)       

 إذن:
n

T ( 1)(n 1)  . 

4,5

P)و  (P)ن أن ابيّت( 1 متقاطعان وفق مستقيم يشمل  ('

 شعاع توجيه له. u(1;1;1)و  Bالنقطة 

(P) و(P لا يوازي pnلأنمتقاطعان ('
p 'n  

P)و  (P)لإثبات أن  متقاطعان وفق مستقيم يشمل  ('

 شعاع توجيه له يكفي اثبات أن : u(1;1;1)و  Bالنقطة 

B (P)وB (P')  وأن
p

u n و
p'

u n 

 B 3;1;2 (P) (3)3معناه 2(1) 5(5) 1 0    

 B 3;1;2 (P') 3معناه 1 2(2) 0   

p
u nمعناه

p
u (1;1;1).n (3;2; 5) 1(3) 1(2) 1( 5) 0       

p'
u nمعناه

p'
u (1;1;1).n (1;1; 2) 1(1) 1(1) 1( 2) 0      

 .(P)على Aـهي المسقط العمودي لBت أن ا(أثب3

Bلـ هي المسقط العموديAعلى(P)  معناه
p

AB / /n 

p
AB / /nلأن

p
AB 3nأيABو

p
nمرتبطان خطيا 

 متوازيان. (Q)و(P)ن أن المستويان ابيّتأ( -2

(P)//(Q)  معناه
1Q p

u n و 
2Q p

u n 

حيث :
1Q

u و (2;2;2)
2Q

u ( 2;3;0)شعاعا توجيه(Q) 

1Q p
u nمعناه

1Q p
u (2;2;2).n (3;2; 5) 2.3 2.2 2.( 5) 0      

2Q p
u nمعناه

2Q p
u (2; 3;0).n (3;2; 5) 2.3 3.2 0. 5 0       

3xتحقق أن ب(ال 2y 5z 58    هي معادلة(Q). 

(P)//(Q) معناه
p

n (3;2; 5)مل شعاع ناظم له  ويش

;5;6)النقطة التي احداثياها 6)  نحصل عليها من أجل

t 0   0و  مثلا 

3x له معادلة من الشكل:(Q)وعليه  2y 5z d   

dلمعادلة نجد احداثياهافي ا بعد تعويض  58 

3x من الشكلديكارتية له معادلة (Q)أي 2y 5z 58   

n 1 n n

n

n n n

n

n n

n

3 1 2
u u 1 u

2 1 2u 3

3 3(1 2u ) 3 2u (1 2u )

2 3(1 2u )

3 4u (1 2u )

2 3(1 2u )



 
    

 

    
  

 

 
  

 

 

 (nu) استنتاج اتجاه تغير المتتالية

 :لدينا
n

0 u  nمن أجل كل1

n ومنه: n

n 1 n

n

2u (1 u )
u u 0

1 2u



 


 nمن أجل كل 

  متزايدة تماما على (nu)وعليه المتتالية

 متقاربة وحساب نهايتها  (nu) تبيان ان المتتالية ب(

 متقاربة لأنها محدودة من الأعلى ومتزايدة(nu)المتتالية 

n لحساب النهاية نضع :
x
lim u


  

لدينا:
n 1

n

3 1
u 1

2 1 2u


 
  

 
 ومنه: 

3 1
1

2 1 2

 
     

  

1 بعد حل هذه المعادلة نجد:  0أو  مرفوض 

II-)ان  انتبيأ(nv) .ـ وتعيين أساسها وحدها الأولهم 

(nv) .معناه  هندسيةمn 1 nv q.v كل من أجلn 

nnلدينا  1 n

n 1

n 1 n

n

3 1
1 1

2 1 2uu 1 1 u 1
v

2u 3 2u3 1
2 1

2 1 2u







 
  

        
    

 

 

 ومنه:
n 1 n

1
v v

3

 أي(nv) .أساسها  هندسيةم

1
q

3
 

0وحدها الأول 

0

0

u 1
v 1

2u


   

جاو استنت  nبدلالة nvب(كتابة 
n

u دلالة بn 

 (.nu)ب من جديد نهاية المتتالية اسحثم 

 لدينا:

n

n

n 0

1
v v .q ( 1)

3

 
    

 
 

nلدينا:

n

n

u 1
v

2u


:ومنه nn

n

1 1
u

1 2v 1
1 2

3

 
  

  
 

 

n
x x

n

1
lim u lim 1

1 2v 
 


لأن

n

n
x x

1
lim v lim ( 1) 0

3 
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f:من  xن أنه من أجل كل ابيّت -( أ2 '(x) g(x)  
x x xf '(x) 2 ( 1)e e ( x) (x 1)e 2 g(x)           

fاج إشارة استنت '(x)  ل جدول تغيراتها.يشكتثم 

fبمأن '(x) g(x)فإن إشارةf '(x)هي نفس اشارةg(x) 

 f رات الدالةتغيجدول 

:ان أنبيّت-ب( 3
2

f ( ) 2 3
1

   
 

f وحصرا لـ ( ) 

f لدينا: ( ) 2 1 e    

)gولدينا  ) 0   معناه( 1)e 2 0   

معناه                        
2

e
1

 


 

 ومنه:

2 2 2 2
f ( ) 2 1 2 1

1 1

2
2 3

1

   
        

   

   
 

 

0,38: لديناالحصر 0,36.....(1)   

0,76تكاقئ  (1) 2 0,72.....(1)   

2,24تكاقئ  2 3 2,28.....(2)  

1,38(تكاقئ 1)       1 1,36.....(1)    

تكاقئ      
2 2 2

.....(3)
1,36 1 1,38   

 

 نجد ( 3( و)2من )

2 2
2,24 f ( ) 2,28

1,36 1,38
   

0,78اوأخير  f ( ) 0,84 

نابيّت( 2
f

(C   إحداثيتّها. يقبل نقطة إنعطاف يطلب تعيين(

f
(C fمعناه  يقبل نقطة إنعطاف(  تنعدم وتغيراشارتها ''

f لدينا: '(x) g(x)  ومنهxf ''(x) g'(x) (2 x)e   

gالمعطى gمن حدول تغيرات  وتغيراشارتها 2تنعدم عند'

ومنه 
f

(C 5;2)2إحداثياها  يقبل نقطة إنعطاف( 2e ) 

ن أنابيّت-أ-4
f

(C y:(d)يقبل مقاربا مائلا ( 2x 1  

(d)مقاربا مائلا لـ
f

(C معناه (
x
lim f (x) y 0


  

x u

x x u
lim f (x) y lim ( xe ) lim (ue ) 0

  
     

ومنه
f

(C  كمقارب مائل في جوار(d)مستقيميقبل ال(

                                     x 

             +                           - f '(x)

 

                                          
 

f ( ) 

f (x) 

ج اثم استنت(Q)تنتمي للمستوي Iتحقق أنّ النقطةجـ(ال

هو المستوي المحوري للقطعة(Q)أن المستوي BA. 

منتصف القطعة Iلدينا: BA معناه
15 11

I( ;4; )
2 2

 

I (Q) :لأن 
15 11

3( ) 2(4) 5( ) 58
2 2

    

(Q) محوري للقطعةمستوي BAلأنAB شعاع ناظم

 . Iله  ويشمل النقطة

 كرة يطلب تحديد عناصرها المميزةسطح (S)ن أنابيّتأ(4

(S) مجموعة النقطهيMمن القضاءحيث:MA.MB 0 

MA.MB 0 معناهMA MB 0  

التي قطرها الكرةتنتمي لسطح  Mأي   BA 

 العناصرالمميزة هي :

ونصف القطر النقطةIالنقطةالمركز
3 38

R IA
2

   

 (S)يقطع سطح الكرة (Q)ب(استنتج ان المستوي  

 عيين مركزها ونصف قطرها.وفق دائرة يطلب ت

 Iمركزهاوفق دائرة  (S)يقطع سطح الكرة(Q)المستوي

Iلأن  R ونصف قطرها. (Q) 

10

I-أ(حسابg(2)ام النهايات المنقوصة أتم. 
2g(2) e 2   و

x
lim g(x)


  

x t

x x t
lim g(x) lim(xe ) 2 lim( te ) 2 2

  
      

بحيث: وحيد  ل وجود عدد حقيقييعلتب( 

0,38 0,36  :يحققg( ) 0  

 متزايدة ومستمرة على المجال gالدالة  1;2 

)gلدينا: 0,38) 0.018    وg( 0,36) 0.05  

)gأي 0,38) g( 0,36) 0     ومنه وحسب مبرهنة

بحيث: عدد حقيقي  وحيد القيم المتوسطة يوجد

0,38 0,36  :يحققg( ) 0 . 

 .على المجال  g(x)ةج اشاراجـ(استنت

 يلي. تكون كما g(x)اشارة مما سبق ان نستنتج 

 x ;    معناه g(x) ;0   أيg(x) 0 

 x ;    معناه g(x) 0;2  أيg(x) 0 

II-1)ّان أنتبي:
x
lim f (x)


  و
x
lim f (x)


 . 

ح.ع.ت
x

x x
lim f (x) lim(2x 1 xe )

 
   

t بوضع : x :نجد 
t

t t
limf (t) lim t( 2 e ) 1
 

      

x

x x x
lim f (x) lim(2x 1 xe ) lim(2x 1)

  
       



 4 

 

    0                 2-     x 

     +   0      -          0     + h'(x) 

                 h( 2)          

             

      

            1                           1 

 

h(x) 

 

  bو aن العددين الحقيقين يعيّت-( أ6 

k دالة أصلية للدالة
xx xe وxk(x) (ax b)e  

 ومنه :

x x

x x

k '(x) (a)e (ax b)e

( ax a b)e xe

 

 

  

     
 

aبالمطابقة نجد: 1  وa b 0  

aومنه : : 1  وb 1 

xk(x)وعليه تكون عبارة  (x 1)e  

 .على  fج دالة أصلية للدالة ااستنت -ب 

xf لدينا: (x) 2x 1 xe   والتكنFدالة أصلية لها 

F(x)ومنه: x² x h(x) c    حيثcثابت حقيقي 

xF(x) ومنه: x² x (x 1)e c     

******************** 

 أسرة الرياضيات تتمنى

لجميع التلاميذ النجاح في شهادة 

 3112البكالوريا دورة جوان 

****************** 

 مبروك النجاح 

 لجميع التلاميذ

 مع تمنياتي دراسة

 في الجامعة موفقة

 أن شاء الله

*******************

دراسة الوضع النسبي لـ
f

(C  .(d)بالتسبة لـ(

xfندرس أشارة الفرق  (x) y ( xe )   

f (x) y 0  معناه 
xxe 0  ومنهx 0  

f (x) y 0 معناه 
xxe 0 ومنهx 0 

f (x) y 0 معناه 
xxe 0 ومنهx 0 

نستنتج أن  
f

(C  .(d)يكون تحت(

 اءأنش-جـ
f

(C على المجال ( 1,5 ;  

2 3-1-2

2

3

4

5

6

7

-1

0 1

1

x

y

 
 ل جدول تغيراتها.يشكوت h استنتاج اتجاه تغير الدالة(5

xh(x) لدينا: f (x².e ) 

مركبة من الدالة  hالدالة 
xx x²e متبوعة بالدالةf 

 وعليه:

x x

x x x x

h '(x) (x².e ) 'f '(x².e )

(x².e ) 'g(x².e ) ((x² 2x)e )g(x².e )



  
  

hومنه إشارة  '(x) إشارةهي حسب (x² 2x).g(x) 

g(x)إشارة لكن  )gلأن  0 ) 0 

hإشارة  منهو '(x) حسب الدول التالي:هي 

    0                     2-     x 

+ - + (x² 2x) 

+ + + g(x) 

+ - + h '(x) 

وحساب و عند  hبعد حساب نهايات الدالة  

h( 2)  ،h(0)  يكون جدول تغيرات الدالةh  كمايلي 
 

 

(C) 

() 



 1 

   :علوم وتجريبية 3 شعبة         

3112

                                                   

n(vأن نبرهاالأ(-2  وحدها الأول تعيين أساسها و م.هـ(

(nv) .معناه  هندسيةمn 1 nv q.v كل من أجلn 

n

n 1 n 1

u 4n 4
v u 2(n 1) 1 2n 1

3
 

 
       

n n

n 1 n

u 2n 1 (v 2n 1) 2n 1 1
v v

3 3 3


     
   

أساسها  هندسيةمتتالية  (nv)أي
1

q
3

  

وحدها الأول 
0 0

v u 2(0) 1 4    

:ج أناب( استنت

n

n

1
u 4 2n 1

3

 
   

 
. 

n :لدينا nv u 2n 1   ومنهn nu v 2n 1   

ومنه 

n
n

n 0

1
u v .q 2n 1 4 2n 1

3

 
      

 
 

  nSالمجموع nب  بدلالة اجـ(حس

 لدينا:

n 1

n 0 1 n 0

n 1

n 1

1 q
S v v ...... v v

1 q

1
1

13
4 6 1

1 3
1

3







 
      

 

  
           

          

 

المجموع  nج بدلالة ااستنت
n

T  

n 0 1 2 n
T u u u ...... u     

n ولدينا: nu v 2n 1    وعليه يكون
n

T :كمايلي 

n 0 0 n
T (v 2(0) 1) (v 2(0) 1) ...... (v 2(n) 1)          

n 0 1 n
T (v v ..... v ) 2(0 1 ..... n) 1(n 1)          

n n

(n 1)(0 n)
T S 2 1(n 1)

2

 
    

وأخيرا

n 1

n

1
T 6 1 n² 1

3


  

     
  

 

4.5

 .1u  ،2u ،3uب احس (1

0u:  لدينا 3  وn،n 1 n3u u 4n 4   . 

0 ومنه:
1

u 4(0) 4 7
u

3 3

 
  

       1
2

u 4(1) 4 31
u

3 9

 
  

      2
3

u 4(2) 4 139
u

3 27

 
  

n،nuن أنه من أجل كل عدد طبيعيابرهالأ(  -3 0. 

  P(0)التحقق من صحة*

nمن أجل 0:0 يكون لديناu 0محققة لأن
0

u 3 

P(nصحيحة ونبرهن صحّة  P(n)نفرض أن* 1) 

nu لدينا: 0 من أجل كلn 

nu ومنه: 4n 4n   

nuومنه  4n 4 4n 4    :ومنه 

nu 4n 4 4n 4
0

3 3

  
أّذن n 1u 0  

nج أنه من أجل كل عدد طبيعيااستنتب( 1،n

4
u n

3
 

nلدينا 1 n3u u 4n 4    معناهn n 13u u 4(n 1) 4    

n معناه                               n 13u u 4n  

n معناه                              1 nu 3u 4n   

n3uومنه  4n 0 لأنn 1u 0 (n 1 ) 

nإذن 

4
u n

3
 .و هو المطلوب 

n(uج نهاية المتتالية اجـ( استنت ). 

nأن  قلدينا مما سب

4
u n

3
 ومنهn

x x

4
lim u lim n

3 
 

لكن
x

4
lim n

3
  ومنهn

x
lim u


   

 وذلك حسب مبرهنة الحدّ من الأسفل

 

 



 3 

ن أن : ابيت -5  
t

1
BG BC

1 e



  . 

مرجح الجملة  G لدينا:    teBC ;,1; 

tGC تحقق العلاقة الشعاعيةGومنه e GB 0...(1)  

تكافئ(1)
tGB BC e GB 0    

تكافئ     
t

1
BG BC

1 e



. 

 fل جدول تغيرات الدالة يكشت - 

لدينا:
t

1
f (t)

1 e



 t حيث 

 لدينا:
t
lim f (t) 1


  و
t
lim f (t) 0


 

 ولدينا:
t

t

e
f '(t) 0

(1 e )²





 امامتناقصة تمfومنه 

 fجدول تغيرات الدالة 

            t 

- f'(t) 

1 

 

0 

 

f (t)

 

 Gمجموعة النقط  ج ااستنت -

من العلاقة الشعاعية 
t

1
BG BC

1 e



نستنتج ان  

 Bهي المستقيم الذي يشمل النقطةGمجموعة النقط 

 المجموعة tعندما يمسح  (BC)ويوازي المستقيم

فإن  tحسب جدول التغيرات  f (t) 0;1 

هي  في  tعندما يتغير  Gمجموعة النقط وعليه 

القطعة  BC باستثناء النقطتينB  وC. 

04

أ( اكتب -1
A

z   ،
B

z  ،
C

z  على الشكل الأسي. 

 لدينا:
i

2

A
z 2i 2(0 1i) 2e




     

      
5

i
6

B

3 1
z 3 i 2( i) 2e

2 2



       

      
i

6

C

3 1
z 3 i 2( i) 2e

2 2



     

  (C)ج مركز ونصف قطر الدائرة ااستنتب(

لدينا:
A B C

z z z 2   النقط ومنهA ،B  ،C 

 2طرها ونصف ق O تنتمي لدائرة واحدة مركزها

 4.5  

معادلة لسطح الكرة  ةباكت (1 S A,AB 

 Sهي مجموعة النقطM(x;y;z)حيثMA² AB  

(x 1)² (y 0)² (z 2)² (3 1)² (1 0)² (0 2)²            

أي معادلة  Sهي: (x 1)² (y 0)² (z 2)² 9      

ن أن ابي -2  مستقيم من الفضاء شعاع توجيهه

u( 2; 1;1)    ويشمل النقطةB 

zنضع:  t  حيث وسيط حقيقي 

 لدينا:
x 2z 3 0

y z 1 0

  


  
ومنه

x 2t 3

y t 1

z t

  


  
 

  

الجملة تعني ان  مجموعة النقط هو zyxM من ;;

)uشعاع توجيهه الفضاء 2; 1;1) ويشمل النقطةB. 

ة للمستوي معادلة ديكارتي ةباكت-2 P  

  P يشمل النقطةA و يعامد المستقيم  . 

لدينا:  P Aوu( 2; 1;1)  شعاع ناظمي له 

ومنه معادلة  P:2 هي من الشكلx y z d 0     

 P A  معناهA A Ad 2x y z 4    

ومنه  P:2 له معادلة من الشكلx y z 4 0     

ن احداثيات نقطة تقاطع ييّعت-. أ4 P  و  . 

تقاطع  احداثيات نقطة P  و   :هي حل الجملة التالية 

x 2t 3

y t 1

z t

2x y z 4 0

  


  



    

  

)2:ومنه 2t 3) ( t 1) t 4 0        تكافئ
1

t
2

 

x وعليه: 2  ،
1

y
2

  و
1

z
2

 

 نقطة تقاطع تإحداثيا ومنه: P و هي 
1 1

H(2; ; )
2 2

 

عن المستقيم  Aب بعد النقطة احس-ب   

عن المستقيم  Aبعد النقطة  هي الطولAH  

لأن  P مديعا    في النقطةH 

1 1 30
d(A; ) AH (1 2)² (0 )² (2 )²

2 2 2
         

ج أن ااستنت -جـ    يقطع سطح الكرة S في نقطتين    

   يقطع S لأن نقطتين فيd(A; ) R     
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 بقراءة بيانية . gل جدول تغيرات يشكت

               0                 1-         x 

+       -       0   + g '(x) 

 
 

1-  

                    

 

g(x) 

g(x)ن ان المعادلة  ابيت (1 0  تقبل حلا وحيدا  

 متزايدة ومستمرة على المجال gالدالة  0; 

g(1,07) g(1,09) 0   ومنه وحسب مبرهنة القيم

بحيث: عدد حقيقي  وحيد المتوسطة يوجد

1,07 1,09:يحققg( ) 0 . 

على المجال  g(x)(استنتاج اشارة3
*

. 

 تكون كما يلي. g(x)نستنتج اشارة انمما سبق 

 x ;    معناه g(x) ;0   أيg(x) 0 

 x ;    معناه g(x) 0;   أيg(x) 0 

(حساب1
x
lim f (x)


و   
x
lim f (x)


و    
x 0
limf (x)


ثم  

 ر النتيجة الاخيرة هندسيا يفست

x x x

ln x
lim f (x) lim(2x 3 ) lim 2x

x²  
     

x x x

ln x
lim f (x) lim(2x 3 ) lim 2x

x²  
     

x 0 x 0 x 0

ln x ln x
limf (x) lim(2x 3 ) lim( 3 )

x² x²  
      

إذن
f

(C xعمودي معادلته كمقارب   مستقيميقبل ( 0 

  :  x*ن انه منابيت -. أ3
4

x.g(x)
f '(x)

x
 

4

4 4

3

4 4

1
.x² 2x.ln x 2x 3x(1 2.ln x )xf '(x) 2 3

x x

x(2x 3 6ln x ) x.g(x)

x x

  
  

 
 

 

fإشارةج ااستنت-ب '(x)ثم شكل جدول تغيرات ،f (x) 

f نستنتج أن اشارة '(x) هي حسب إشارةx.g(x) 

 وهي حسب الجدول التالي

 

                     0        x 

+ + - x 

+ - - g(x) 

+ - + f '(x) 

 (C)رسم الدائرة ثم    A ،B  ،Cم النقط يعلتجـ( 

A

B C

O'

O
2-1-2-3

2

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

A

B C

O'

O

 

Bةباكتأ(-3 A

C A

z z

z z




 على الشكل الجبري ثم الأسي 

Bالشكل الجبري A

C A

z z 3 3i 1 3
i

z z 2 23 3i

  
  

 
 

 بعد ضرب حدي الكسر في مرافق المقام نجد النتيجة

الشكل الأسي
i

B A 3

C A

z z 1 3 1 3
i 1 i e

z z 2 2 2 2

 
     

  
 

 ABCج طبيعة المثلث ااستنتب(

 من الجواب السابق لدينا:
i

B A 3

C A

z z
e

z z





 

AB ومنه: AC و(AB;AC)
3


 

 متاقيس الأضلاع . ABCنستنتج أن المثلث

 rبالدوران  Oصورة النقطة  Oن أن ابيت أ(-2

;r(Aالعبارة المركبة للدوران  )
3


 هي : 

A
z ' az (1 a)z   :حيث 

i
3a e


 

 ومنه: 

O' O A A
z az (1 a)z (1 a)z 3 i        

ن أن ابيجـ(ت O C  قطرا للدائرة(C) 

c O'
O'C z z 2 3 2i 16 4      

C)و(C)تحقق أن جـ(ال )تشتركان في النقطتينA وB 

C)تنميان للدائرةBو Aالنقطتينيكفي التحقق من أن  )  

     لدينا:
A O'

O'A z z 3 i 4 2      

        
B O'

O'B z z 3 i 4 2         

0 
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f
(C  في نقطتين .يطلب اعطاء معادلة لهذا المماس . (

نبين أن المعادلة 
0

f '(x ) 2تقبل حليّن متمايزين 

0
f '(x ) 20معناه 0

4

0

x .g(x )
2

x
 معناه

0
3 6ln x 0   

0
3 6ln x 0    معناه

0
x e أو

0
x e  

 اعطاء معادلة لهذا المماس

3
( ) : y=f '( e)(x e) f ( e) 2x

2e
     

 و(D)و  إنشاء -ب
f

(C ). 

2 3 4-1-2-3-4

2

3

4

5

6

7

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

0 1

1

x

y

 
mx² :حلول المعادلة وإشارةعدد تعييّن -.أ5 3lnx 0      

mx² 3ln x 0......(*) تكافئ
3ln x

m
x²

      

xتكافئ(*) m f (x)  تكافئy f (x) و y x m  

هي فواصل نقط تقاطع  (*)المعادلة  وعليه حلول
f

(C ) 

yوالمستقيم ذو المعادلة  x m له نفس المنحى مع  

 من البيان نميز الحالات التالية

1)1m 1,5e .المعادلة لا تقبل حلول 

2)1m 1,5e ن في الإشارةالمعادلة تقبل حلين مختلفي 

3)
11,5e m 2 المعادلة تقبل حلين موجبين وحل سالب 

4) m 2 المعادلة تقبل حلين مختلفين في الإشارة 

 a  ،bن العددين الحقيقيين يعيّت -ب

hدالة أصلية للدالة
ln x

x
x²

معناه
ln x

h '(x)
x²

 

ومنه
b a bln x ln x

x² x²

 
:ومنهa b 1   

على  fاستنتاج دالة أصلية للدالة 
*

 

 *على  fللدالة دالة أصلية  F نسمي

F(x) x² 3h(x) c    حيثc  عدد حقيقي ثابت 

 

 fجدول تغيرات الدالة 

ن ان ابيت-جـ
3

f ( ) 3
2 ²

   


fج حصرا لـ ااستنتو ( ) 

 لدينا:
ln

f ( ) 2 3
²


   


 

g( ) 0 معناه
32 3 6ln 0    أي

31 1
ln

3 2
     

 ومنه:
33 1 1 3

f ( ) 2 3
² 3 2 2 ²

 
          

  
 

fحصر ( )  1,07:نضع 1,09.....(1) 

3,21تكاقئ (1)    3 3,27....(2) 

1,144(تكاقئ 1) ² 1.188 2,28تكاقئ 2 ² 2,36. 

تكاقئ         
3 3 3

....(3)
2,36 2 ² 2,28

 

 نجد:(3(و)2)من
3 3 3

3,21 3 3,27
2,28 2 ² 2,36

   


   

1,92وأخيرا f ( ) 2,01 

y: (D)ن ان ابي -. أ2 2xلـ مقارب مائل 
f

(C ) 

لدينا:
 x x

ln x
lim f (x) y lim 3 0

x² 
   

ومنه
f

(C  كمقارب مائل في جوار(D)مستقيميقبل ال(

لـادرس وضعية  -ب
f

(C  (D)لى المستقيم بالنسبة ا (

ندرس إشارة الفرق:
ln x

f (x) y 3
x²

   

f (x) y 0 معناهln x 0معناهx 1معناهx 1  

f (x) y 0معناهln x xمعناه0 xأي 1 xأو1 1 

f (x) y 0معناهln x xمعناه0 1أي 1 x 1 

ومنه وضعية 
f

(C  تكون كمايلي:(D)بالنسبة الى (

1)x 1 معناه
f

(C  في نقطتين(D)يقطع(

2 )x xأو1 1 معناه
f

(C  .(D)تحت(

3 )1 x 1 0 
f

(C  .(D)فوق(

لــ  د مماس وجون ابي-.أ4
f

(C  يمسو (D)يوازي(

                         0           x 

+ - + f '(x) 

                        
 

f ( ) 

                                        
 

 

 
f (x) 

 

 

f
(C ) 

(D) 
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