
2012/2013)06-05( 
 

0330


 
:)pts)4التمرین الأول

.إختیاركمعللا الصحیح الجوابعین. فقطجواب واحد صحیحالتالیة من الأسئلة سؤاللكل 
)متجانسمعلم متعامد والفضاء منسوب إلى  , , , )O i j k

  
)نعتبر. )P2المستوي ذي المعادلة 3 5 0x y z   ،( )Q المستوي

ذي التمثیل الوسیطي
2 2
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 ،( )Dالمستقیم ذي التمثیل الوسیطي
2
      ( )
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x t
y t t
z t

  

  

  






 ونعتبر

)النقطتین  1, 2,3)A ،(1, 2,9)B .
)تمثیل وسیطي للمستوي)1 )P ھو:

1)أ 2
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)المستقیم)أ)2 )D والمستوي( )P یتقاطعان في النقطة( 8,3, 2)C   .المستقیم)ب( )D والمستوي( )Pمتعامدان.
)المستقیم)جـ )D مستقیم من المستوي( )P                            .المستقیم) د( )D والمستوي( )Pمتوازیان تماما.

)المستقیمان)أ)3 )AB و( )Dالمستقیمان)ب.متعامدان( )AB و( )Dمتوازیان      .
)المستقیمان)جـ )AB و( )Dالمستقیمان) د.                     متقاطعان( )AB و( )Dمتطابقان.

)المستویان)أ)4 )P و( )Qمتوازیان.

)المستویان)ب )P و( )Q2: یتقاطعان وفق المستقیم ذي التمثیل الوسیطي       ( )
3

x t
y t t
z t



   

  






.

)النقطة )جـ 1, 2,3)A تنتمي إلى تقاطع( )P و( )Q                 .المستویان) د( )P و( )Qمتعامدان.

:)pts)6الثانيالتمرین 
)المستوي منسوب إلى معلم متعامد متجانس  , , )O i j

 
2iحیث  cm


.

1(gدالة معرفة على المجال ,  بـ :( ) 1 xg x x e  .
):  من xاستنتج أنھ من اجل كل . gأدرس تغیرات الدالة  ) 0g x 

2(fدالة معرفة على المجال ,  2: بـ( ) ( 2 1) xf x x x e    .نسمي( )C المنحني الممثل للدالةf .

limأحسب) أ ( )
x

f x


2: بملاحظة أن. 
2

1 1( ) 2 xf x x e
x x

     
 

lim، أحسب ( )
x

f x


.ثم فسر النتیجة بیانیا

)x :2بین أنھ من أجل كل عدد حقیقي)ب ) (2 3 2) xf x x x e    ،إشارة عین( )f x.
fعین جدول تغیرات الدالة

)عین معادلة لـ ) أ)3 )T مماس( )C 0النقطة ذات الفاصلة عند.
): من xأنھ من أجلبین ) ب ) ( 2 1) (1 2 ) ( ) xf x x x g x e     . استنتج وضعیة( )C بالنسبة لـ( )T.

)أدرس تقاطع ) أ)4 )Cالفواصلو محور.
)أرسم ) ب )Tو( )C على المجال 1, .

5(F المعرفة على الدالة 2: بـ( ) ( ) xF x ax bx c e   .
.على fدالة أصلیة للدالة Fبحیث تكون الدالة a،b ،cةالحقیقیالأعدادعین 
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:)pts)5لثالتمرین الثا
)إلى معلم متعامد متجانسالمستوي المنسوب  , , )O i j

 
 .

2حل في مجموعة الاعداد المركبة المعادلة )1 2 3 4 0z z  .
2(A،B 3نقطتان من المستوي لاحقتاھما على الترتیبAz i ،3Bz i .Cمنتصف القطعة OBلاحقتھاCz.

.على الشكل الأسي Az،Bz،Czأكتب )أ
OA ،OB ،Aأحسب )ب B . استنتج طبیعة المثلثOAB.

وزاویتھ Oبالدوران الذي مركزه Cصورة Dنسمي )3
2


.نسمي وE صورةD2شعاعھالذي بالانسحاب j


.

1ھيEلاحقة النقطة أنبین)أ 1 (4 3)
2Ez i    .

5بین أن )ب 2 3OE BE  
.في استقامیة A،C،Eبین أن )4

:)pts)5التمرین الرابع
المعرفة على fلتكن الدالة) 1 0, بـ :( ) lnf x x x x  .

. fأدرس تغیرات الدالة

2(( )nu متتالیة معرفة على* بـ
n

n n
eu
n

.

.ثم ضع تخمینا حول إتجاه تغیرھا ونھایتھا1u ،2u ،3u ،4u ،5uأحسب 
3(( )nv متتالیة معرفة على*بـ :ln( )n nv u    .

)ln: أثبت أن) أ )nv n n n    .
)أدرس إتجاه تغیر ، fباستعمال الدالة ) ب )nv ثم استنتج أن( )nuمتناقصة.
0:  غیر معدومnأجل كل عدد طبیعياستنتج أنھ من ) جـ nu e .
)استنتج أن ) د )nuمتقاربة وعین نھایتھا.


:)pts)5التمرین الأول 

)الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس , , , )O i j k
  

)نعتبر النقط  . 2,0,1)A   ،(1,2, 1)B ،( 2,2,2)C .
ABأحسب الجداء السلمي ) أ)1 AC

 
ثم عین قیمة مقربة إلى الدرجة للزاویةBAC .

)تعین مستویا A ،B،Cالنقط استنتج أن )ب )P 2)حیث, 1, 2)n 


)ـ عین معادلة ل.شعاع ناظمي لھ  )P.
2(1( )P2و( )P 3المستویان ذا المعادلتین 3 0x y z   2و 6 0x y z  على الترتیب.

)1بین أن) أ )P2و( )P وفق مستقیم متقاطعین( )حیث:
2
1 3     ( )

x
y t t
z t

 

   








لھوسیطيل تمثی.

)أدرس تقاطع ) ب )Pو( ).
3(( )S 1)ذي المركز كرة  السطح, 3,1)  3ونصف القطر.

)عین معادلة لـ  ) أ )S .
)أدرس تقاطع ) ب )Sو( ).
)بین أن ) جـ )P مماس لـ( )S.
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:)pts)6الثانيالتمرین 
)المستوي منسوب إلى معلم متعامد متجانس  , , )O i j

 
2iنأخذ (.  cm


 (

المعرفة على المجال gلتكن الدالة  0, 2: بـ( ) 3 2 lng x x x  

المعرفة على fولتكن الدالة 0, بـ :
2ln 1( )
2

x xf x
x x


  .نسمي( )Cالمنحني الممثل للدالةf .

)ثم استنتج أشارة،gأدرس تغیرات الدالة)1 )g x  .
أحسب )2

0
lim ( )
x

f x


limأحسب. فسر النتیجة بیانیا.  ( )
x

f x


.

0xحقیقيبین أنھ من أجل كل عدد )3  :2
( )( )

2
g xf x
x

  استنتج عندئذ إشارة ،( )f x.عین جدول تغیرات الدالةf.

)أن بین)4 )Cیقبل مستقیم مقارب مائل( ) عند 1معادلتھ
2

y x.حدد وضعیة( )C بالنسبة لـ( ).

)أنشئ.f(1)أحسب )5 ) و( )C.

على المجال fالدالة الأصلیة للدالة Fعین )6 0, (1)5حیث
4

F .

:)pts)5لثالتمرین الثا
)المستوي المنسوب إلى معلم متعامد متجانس , , )O i j

 
1Izالنقطة ذات اللاحقة Iنسمي .  .

1(A،B 1نقطتان من المستوي لاحقتاھما على الترتیب 2Az i ،2 2Bz i  .الدائرة( )Cذات القطر AB.
)مركز الدائرة لاحقة النقطة zعین  )Cوعین نصف قطرھا.

2(D 3النقطة ذات اللاحقة 9
4 2D

iz
i





)نقطة من Dالجبري ثم بین أنعلى الشكل Dzأكتب .  )C.

3(E نقطة من( )C حیث ,
4

I E 
  
 

.

1عین طویلة
2Ez 5استنتج أن .وعمدة لھ 2 2 5 2

4 4Ez i
 .

4(R التحویل النقطي الذي یرفق بكل نقطةM من المستوي لاحقتھاz النقطة'M لاحقتھا'zحیث:
41 1'

2 2
i

z e z
     
 

.

.محددا عناصره الممیزة Rعین طبیعة التحویل )أ
2Fzذات اللاحقة Fما ھي صورة النقطة )ب  بالتحویلR .

:)pts)4التمرین الرابع

( )nu متتالیة معرفة على 0بـ

1

1
nu

n n

u

u u e





n :0nuمن أجل كل عدد طبیعي ھبرھن بالتراجع أن) أ)1 .

)بین أن ) ب )nuناقصة مت.
)استنتج أن) جـ )nuثم أحسب نھایتھا متقاربة.

2(( )nw متتالیة معرفة من أجل كل عدد طبیعيnبـ :lnn nw u    .
n:1nمن أجل كل عدد طبیعي ھأنأثبت ) أ n nu w w     .

0: نضع ) ب 1 2 ... nS u u u u     . 0بین أن 1nS w w   .أحسبlim
n

S


.
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:تصحیح الموضوع الأول
:تصحیح التمرین الأول

حیث )بالجواب الصحیح ھو )1
2 2(1 ) 3( 1 ) 5 0            

حیث)جـالجواب الصحیح ھو )2
2 2( ) 3( 1 ) 5 0t t t        

,1) حیث)أالجواب الصحیح ھو )3 1, 1)
، 0

u u AB  
  

.
)2حیث)بالجواب الصحیح ھو )4 2 ) 3( 3 ) 5 0t t t       

و
2 2

2 2
3 1 3

t
t
t

 

 

 

   

    

     






معناه

1
5

12
5

t





 






 

.

:تصحیح التمرین الثاني
1 ('( ) 1 xg x e 

:منxمن أجل كل 
( ) 0g x 

limلدینا )أ)2 ( )
x

f x


  ،lim ( ) 0
x

f x


.

( )C یقبل مستقیم مقارب عند 0معادلتھy .
2)ب 2( ) ( 4 1) ( 2 1) (2 3 2)x x xf x x e x x e x x e            

2(2) 9f e 
:معادلة المماس

2 1y x  

( ) ( 2 1) ( 2 1)( 1) ( 2 1)

   ( 2 1) ( 1) 1 ( 2 1) ( 1)

   ( 2 1) ( )

x

x x x

x

f x x x x e x

x x e x x e e

x g x e



 



         

               
  

1یقطع محور الفواصل في نقطتین فاصلتیھما 
2

1و 

5(2'( ) (2 ) ( ) ( )xF x ax a b x b c e f x         ،
4:بالمطابقة نجد

، 5 ، 2
c b a  

:تصحیح التمرین الثالث 
1(24 (2 )i   3:، حلي المعادلة i،3 i

62)أ)2
i

Az e



،62

i

Bz e


،6

2 2
iO B B

C
z z zz e


  

2OA)ب OB ،2 2B AAB z z i   ،
OABمثلث متقایس الأضلاع .

:لدینا) أ)3 ,
2

OD OC

OC OD 





 

  ، 2ومنھ
iD

C

z e
z




3أي
i

Dz e



.

2DE:لدیناو j
 

2Eومنھ ،  Dz z i ،1 1 (4 3)
2Ez i    .

1) ب 120 8 3 4(5 2 3) 5 2 3
2 2EOE z      

1 1(1 2 3) (2 3) 20 8 3 5 2 3
2 2E BBE z z i         

4(OE BEنقطة من محور: معناه OB وبما أن المثلث متقایس ،
الأضلاع فإن نقطة من محور  OB ولدینا منتصف ، OB وبالتالي ،

A،C،E في استقامیة.
:تصحیح التمرین الرایع

1 ('( ) lnf x x 

2(1 2, 71u e  ،
2

2 1,85
4
eu   ،

3

3 0,74
27
eu   ،

4

2 0, 21
256
eu   ،

5

5 0,05
3125
eu   0، متناقصة ونھایتھا.

ln) أ)3 ln ln ln ln
n

n n
nn n
e e n n n n
n

v u         .

)) ب )nv f nالدالة وfمتناقصة على المجال 1, وبالتالي
( )nvوبما أن. متناقصةnv

n eu  والدالة الأسیة متزایدة فإن إتجاه
)تغیر  )nuھو إتجاه تغیر( )nvأي( )nuمتناقصة.

)بما أن ) جـ )nu0فإن متناقصةnu u e 0 ولدیناne و
0nn 0وبالتالي nu 0أي nu e .

))د )nuولدینا. ومحدودة من الأسفل فھي متقاربةمتناقصة
lim lim ( )
n nn f nv
 

 أيlim ln nn
u


 وبالتالي

lim 0nn
u


.

:الثانيالموضوعتصحیح 
:تصحیح التمرین الأول

,3))أ) 1 2, 2)AB 


 ،(0, 2,1)AC


2ABلدینا، AC 
 
.

  277
، cos 0,22

17 5
BAC BAC   


.

لدینا ) ب ,AB AC k
 

.لیست في استقامیةA،B،Cومنھ
)تعین مستویا وھي )P معادلتھ:( ) : 2 2 2 0P x y z   .

,1,1)1لدینا ) 2 3)n 


)1شعاع ناظمي لـ  )P ،2 (1, 2,6)n 


شعاع 
)2ناظمي لـ  )P1بما أن، وn


2nلا یوازي


)1فإن )P2و( )Pمتقاطعین



zوبوضع  tیكون
3 3 0

2 6 0
x y t
x y t
   

   
ونجد

2
1 3

x
y t
z t

 

  








)ب   2 2 1 3 2 2 0t t      1معناهt  ومنھ( ) یقطع
( )Pفي النقطة ذات الاحداثیات( 2, 4, 1)  

2)أ)3 2 2( ) : ( 1) ( 3) ( 1) 9S x y z     
2)ب 2 2( 2 1) ( 1 3 3) ( 1) 9t t        معناه

210 10 5 0t t  ،100 0   إذن ،:( ) ( )S   

) جـ
2 3 2 2

( , ) 3
4 4 1

d P R
  

   
 

)، إذن  )Pمماس لـ( )S.

:تصحیح التمرین الثاني

2

2'( ) 2     (1

2 2=

2( 1)( 1)=

g x x
x

x
x
x x
x

 



 

من 

0xأجل :( ) 0g x 

2(
0

lim ( )
x

f x


 ،( )C0م معادلتھ.یقبل مx ،lim ( )
x

f x


 

3(
2 2

2 2 2
1 ln 4 2 2 ( )'( ) 0

4 2
x x x g xf x

x x x
  

   

2ln 1 1lim
2 2

ln 1lim 0
2

x

x

x x x
x x
x
x x





 
  

 
     

( )C1معادلتھستقیم مقارب مائل یقبل م
2

y x

1لدینا) 6 1( ) ln
2 2
xf x x

x x
  ومنھ

 2 2ln ln( )
2 4 2
x x xF x k   (1)5بما أنو

4
F 1نجدk 

:تصحیح التمرین الثالث

1(1
2 2

A Bz zz
 

 5:، نصف القطر
2 2 2

B Az zAB 
 

2(3 3
2 2Dz i  ،5

2DD z z   ومنھ( )D C

3 (1 5
2 2E Ez z z E     ،لأنE نقطة من( )C.

 ,
4

I E 
  
 

معناه
4

E

I

z zArg
z z





 
  

:وبالتالي

  11
2 4EArg z z Arg 


     
 

1ومنھ
2 4EArg z    

 

11لأن  0
2

Arg    
 

41إذن 5 5 2 2
2 2 2 2 2

i

Ez e i
  

     
 

5وبالتالي  2 2 5 2
4 4Ez i

 

41لدینا)4 1'
2 2

i
z e z

     
 

'ومنھ 4
iM

M

z z e
z z










أي

 
'

, '
4

M M

M M 
 


  

  ومنھR زاویتھدوران
4
ومركزه.

41حیثz'ھيRبـFلاحقة صورة النقطة)ب 1' 2
2 2

i
z e

     
 

45أي 1'
2 2

i

Ez e z


  صورة النقطةوبالتاليFبـRھيE.

:الرابعتصحیح التمرین 
0لدینا )1 1u  0أي 0u وبالتالي الخاصیة صحیحة من أجل
0n  .0صحة ھذه الخاصیة من أجلنفرضn  ونبرھن صحتھا

1nمن أجل  0صحة ، أي نفرضnu  1ونبرھن صحة 0nu  

0لدیناnu 0وnue 0و منھnu
nu e

 1أي 0nu  .....
1  ( 1) 0n nu u

n n n n nu u u e u u e      0لأنnu  معناه
1nue  1أي 0nue  ،وبالتالي( )nuمتناقصة
 بما أن( )nu متقاربةفھي الأسفلمتناقصة ومحدودة من.

limلدینا nn
u l


العدد،lیحققll le1)أي ) 0ll e ،0l 

2(1 ln ln ln (ln )nu
n n n n n n n nw w u u e u u u u

      

     0 1 1 2 1 0 1... n n nS w w w w w w w w          .
limلدینا 0nn

u


ومنھlim nn
w


 إذن ،

   0 1lim lim limn n nn n n
S w w u w  
     ..
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