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I.  حل المعادلة    2 2 4 0E : z z² z   : 

  2 2 4 0z z² z     2یكافئ 0z    2أو 4 0z² z    

 2 0z    2معناهz   

0 25.� �

  حل المعادلة 2 4 0z² z ...    

2حساب الممیز :  - 4 1 4 4 16 12²         

نضع  
2

12 2 3i² i    

المعادلة  -   ھما :  ركبین متمایزینحلین متقبل 

1

2 2 3
1 3

2

i
z i

 
         ،2

2 2 3
1 3

2

i
z i

 
     

  مجموعة حلول المعادلة E ھي 2 1 3 1 3S , i , i      

0 25 0 25. .
� �

II.  : 1لدینا 3 1 3B Az i ,z i       2وCz  

3أ) تبیان أنَ :  -1
i

B C

A C

z z
e

z z





 

  : لدینا
  
  

3 3 3 31 3 2 3 3

1 3 2 3 3 3 3 3 3

B C

A C

i iz z i i

z z i i i i

        
  

         
 

 ومنھ  -
9 6 3 3 6 6 3 1 3

12 12 12 2 2
B C

A C

z z i
i i

z z

  
    


 

3أي  -
1 3

2 2

i
B C

A C

z z
i e

z z


  


لانَ :          

22
1 3 1 3

1
2 2 2 2

B C

A C

z z
i

z z

   
      

    
 

-  
1 3

2
2 2 3

Arg i k k



 

    
 

  

0 5.� �

  :ABCعة المثلث ب) تعیین طبی    

   : 1لدیناB C

A C

z z

z z





1ومنھ  

CB

CA
  أيCB CA 

  : ولدینا 2
3

B C

A C

z z
Arg k k

z z




 
   

 
  أي   2

3
CA;CB k k


  

 
  ومنھ

ABC  مثلث متقایس الأضلاع  

0 25.� �
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ج) تعیین مركز ونصف قطر الدائرة   C  المحیطة بالمثلثABC:  

  : لدینا   
22

1 3 4 2Az OA      

   
22

1 3 4 2Bz OB        و 
2

2 4 2Cz OC      

  : 2وبالتاليOA OB OC    أي النقطB,A  وC  تنتمي إلى دائرة C  مركزھا 0 0O ;

2rونصف قطرھا    

0 25.  

أ) تعیین طبیعة -2  موعة النقط مج M z :من المستوي التي تحقق 2 0z z zz    

 2 0z z zz       معناه 2 0x iy x iy x² y²       

4ومنھ  0x² y² x    : وبالتالي 
2 22 4x y    

أي أنَ   دائرة مركزھا النقطة  ھي 2 0;   2ونصف قطرھاr . 

  

0 5.  

تنتمیان إلى  Bو  Aب) التحقق من أنَ  :  

1لدینا :  - 3 2 1 3 2AA z z i i r            

1ولدینا :  - 3 2 1 3 2BB z z i i r            

تنتمیان إلى  Bو  A وبالتالي  .  

0 5.  

وزاویتھ  Aدوران مركزه النقطة  Rلدینا  -3
3


. 

 :Rبالدوران  Bتعیین صورة النقطة   ) أ
  : لدینا R B B'  معناهB' Bz az b   

  : ولدینا
3 3

a cos i sin
 

         أي
1 3

2 2
a i   

  : ولدینا كذلك     1 3 1 3
1 1 1 3 1 3

2 2 2 2
Ab a z i i i i

   
             

   
 

أي 
1 3 3 3

1 3
2 2 2 2

b i i i        

  : إذن 1 3 1 3 3 3
1 3 1 3 1 3

2 2 2 2 2 2
B'z i i i i i i

 
             
 

 

أي 
1 3 3 3

1 3 2
2 2 2 2

B' Cz i i i z          ومنھ R B C  

0 5.  

 :Rبالدوران  Cصورة النقطة  Dلاحقة النقطة  Dzتعیین   ) ب

1 3 1 3
1 3 2 1 3 2 2 3

2 2 2 2
D Cz i z i i i i

   
             
   

  

2أي  2 3Dz i   
0 25.  
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  استنتاج طبیعة الرباعيABCD: 
  معین لأنَ : ABCDلرباعي ا

  ABCD  1لأن :  متوازي أضلاع 3 1 3 2 3
AB

z i i i       و

2 2 3 2 2 3
DC

z i i      

2أي  3
AB DC

z z i     

   لدینا : و BC CD  لأن R B C  و R C D  

0 25.  

صورة ج)    بالدورانR :  

ھي  C  َلأن R O     و R B C  
0 25.  

���������������   نقاط  �05

       2 8 4 5 4 3 3 2 4 1 4 5D ; ; ,C ; ; ,B ; ; ,A ; ;     و 1 5 1u ; ;


  

2تبیان أنَ )1 11 0x z    معادلة للمستوي ABC: 

Cنعوض بإحداثیات النقط  ,B,A  : في المعادلة السابقة نجد

 

 

 

1 2 5 11 11 11 0

3 2 4 11 11 11 0

5 2 3 11 11 11 0

     


     


     

  

2منھ و 11 0x z    معادلة للمستوي ABC  

0 5.  

كتابة تمثیل وسیطي للمستقیم  )2 T  المار من النقطةD  والموازي للشعاع 1 5 1u ; ;


: 

  أي 1 5 1u ; ;


شعاع توجیھ للمستقیم   T. 

   
2

5 8

4

x t

T : y t t

y t

 


  
   

 

 

0 5.  
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لدینا : )3  7P : x y z   

تبیان أن المستویین   ) أ ABC  و P  یتقاطعان وفق المستقیم   
11 2

4

x t

: y t t

z t

 


   
 

  

  نعوض جملة التمثیل الوسیطي للمستقیم   في معادلة ABC  : 11نجد 2 2 11 0t t    

0ومنھ  0t . 
  نعوض جملة التمثیل الوسیطي للمستقیم  ادلة في مع P  : 11نجد 2 4 7 0t t t              

0أي  0t   
وبالتالي    محتوى في كل المستویین ABC و P  فھما إذن متقاطعان وفق المستقیم .  

0 5.  

اثبات أنَ   ) ب T  و  : لیسا من نفس المستوي 

  : لدینا 1 5 1u ; ;


شعاع توجیھ للمستقیم   T  

  ولدینا 1 1 1u' ; ; 


اع توجیھ للمستقیم شع  . 

  : لدینا
1 5 1

1 1 1


 
 

uوبالتالي          


'uو  


غیر مرتبطین خطیا أي أنَ   Tو  غیر

 تقاطعان أو لیسا من نفس المستوي .متوازیین . فھما إما م

نحل الجملة 

 

 

 

11 2 2 1

4 5 8 2

4 3

t t' ...

t t' ...

t t' ...

  


  

  

   

لدینا : 
4

4 4 5 8

t t'

t' t'

  


   
ومنھ        

4

4 0

t t'

t'

  



أي      

4

0

t

t'





  

بالتعویض في المعادلة  - 1  : نجد 11 2 4 0 2    ( مستحیلة ) ومنھ T  و   لیسا من

  نفس المستوي .

01  

لدینا :  )4 3 0 4E ; ;   و 3 3 5F ; ;. 

   َالتحقق من أن E  : 

في جملة التمثیل الوسیطي لـ  Eنعوض بإحداثیات النقطة    : نجد

3 11 2 4

0 4 4

4 4

t t

t t

t t

    
 

     
     

  

ومنھ  E   

0 5.  

  َالتحقق من أن F T : 

في جملة التمثیل الوسیطي لـ  Fنعوض بإحداثیات النقطة  T  : نجد

3 2 1

3 5 8 1

5 4 1

t t

t t

t t

     
 

     
      

  

ومنھ  F T  

0 5.  
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لدینا :  )5   S : ME.FE   
 

 

تعیین معادلة دیكارتیة للمجموعة   ) أ S  بدلالة 

  : لدینا 3 4ME x; y; z   


و         6 3 9FE ; ; 


 

ME.FE 
 

معناه         6 3 3 9 4x y z         

18أي  6 3 36 9x y z       6  ومنھ 3 9 54 0x y z        

  طبیعة المجموعة S  ھي مستو شعاع ناظمي لھ : 6 3 9n ; ;


  

 
 
 
0 5. 
  

بحیث یكون  تعیین قیمة   ) ب S  المستوي المحوري للقطعة FE : 

  لدینا S  المستوي المحوري للقطعة FE   معناه S  یمر من منتصف FE  ولیكنI 

إذن  -

3 3
0

2 2

0 3 3

2 2 2

4 5 1

2 2 2

E F
I

E F
I

E F
I

x x
x

y y
y

z z
z

 
  

 
  

  
  

 

بالتعویض في المعادلة السابقة نجد :  -
3 1

6 0 3 9 54 0
2 2

         

9أي  54 0         63وبالتالي   

 
 
 
 
 
 

0 5.  
 
 
 
 
 
 

0 5.  

���������������� �04������� �

  : 0لدینا 2u   ومن أجل كل عدد طبیعيn ،1

2 1
1

3 3
n nu u n    

3حساب  -1 2 1u ,u ,u: 

 1 0

2 1 2 7
0 1 2 1

3 3 3 3
u u        

 2 1

2 1 2 7 1 14 3 9 26
1 1 1

3 3 3 3 3 9 9
u u

 
          

 3 2

2 1 2 26 2 52 18 27 97
2 1 1

3 3 3 9 3 27 27
u u

 
           

3 0 25.  

n ،3nuبیعي أ) البرھان بالتراجع على أنَھ من أجل كل عدد ط -2 n  

  نسمي P n . ھذه الخاصیة 

0nمن أجل  )1  : لدینا 

0 2u   0وبالتالي 3u   ومنھ P n  0صحیحة من أجلn .  

نفرض صحة  )2 P n  َ3أي نفرض أنnu n   ونبرھن على صحة 1P n   أي نبرھن

1أنَ :  4nu n   

  : 3لدیناnu n   ومنھ 
2 2

3
3 3

nu n       إذن 
2 1 2 1

1 3 1
3 3 3 3

nu n n n      

1 وبالتالي : 

2 1
2 1

3 3
nu n n       1أي 3nu n    1ومنھ 3 4nu n n      

1إذن  4nu n       ومنھ 1P n  . صحیحة  

حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فإنَ  )3 P n  صحیحة من أجل كل عدد طبیعيn  

  
  

3 0 25.  
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n  ،البرھان على أنَھ من أجل كل عدد طبیعي   ) ب 1

1
3

3
n n nu u n u     

  من أجل كل عدد طبیعيn  : لدینا

   1

2 1 1 1
1 2 3 3 3

3 3 3 3
n n n n n n nu u u n u u n u n u              

0 25.  

 ستنتاج اتجاه تغیر المتتالیة ا nu: 

3nuلدینا :  - n   3ومنھ 0nn u     أي 
1

3 0
3

nn u    

1وبالتالي  0n nu u    ومنھ nu . متزایدة  

0 25.  

nلدینا :  -3 nv u n   من أجل كل عدد طبیعيn. 

البرھان على أنَ المتتالیة   ) أ nv : ھندسیة 

  : لدینا   1 1

2 1 2
1 1 1

3 3 3
n n n nv u n u n n u n           

1أي 

2

3
n nv v   ومنھ nv  ھندسیة أساسھا

2

3
q   0وحدھا الأول 0 0 2v u    

0 5.  

، nتبیان أنَھ من أجل كل عدد طبیعي   ) ب
2

2
3

n

nu n
 

  
 

 

  : لدینا
2

2
3

n

n nu v n n
 

    
 

  

  حسابn
n
lim u


  :
2

3

n

n
n n
lim u lim n
 

  
     

   
لأن         

2
0

3

n

x
lim


 
 

 
  

 
 
 
 

0 25.  
 
 
 

0 25.  

لدینا :  -4
0

k n

n k
k

S u




  وn
n

S
T

n²
 

  حسابnS  بدلالةn: 

0 1 0 1 2
0

0 1 2
k n

n k n n
k

S u u u ... u v v v ... v n




               أي  

   
1

0 1 0

1
1 2 1

1 2

n

n n

q n
S v v ... v ... n v n

q


           


  

وبالتالي 

1
2

1
2 23

2 2 3 1
2 2 2 3 3 2 21
3

n

n

n

n n² n n²
S


 

                   
  

ومنھ 
2 1 1

6 4
3 2 2

n

nS n n²
 

    
 

  

  حساب
2

6 4 2 1 1 1 1

3 2 2 2

n

n
n

n n n

S
lim T lim lim

n n² n² n  

  
           

    
1

2
n

n
lim T


   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 25.  
 
 
 
 
 
  
 
 

0 25. 
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I.  : لدینا    21 1 xg x x e     � �

 :gدراسة تغیرات الدالة  )1

 : حساب النھایات 

لدینا :  -    21 1 x

x x
lim g x lim x e 

 
          2لأنx

x
lim e 


   

لدینا :  -      1 2 21 1 1 1x x x

x x x
lim g x lim x e lim e e e xe   

  
          

2 0 25.� �

 : حساب المشتقة 

     2 1 21 2x x xg' x e x e x e            0 25.� �

 : دراسة إشارة المشتقة 
                                2                             x  

                                 0                   g' x  
  

0 25.� �

  : جدول التغیرات  
                                2                             x  

                                 0                   g' x  

1                                                                 

  
  

                                   0   

 g x 

  

0 5.� �

x  ،جل كل عدد حقیقي استنتاج أنھ من أ )2  0g x : 

  من أجلx  فان   0g x ;          ومنھ  0g x  

  
0 25.� �

II.  : لدینا  21 xf x x xe    

 حساب النھایات : -1

    21 x

x x
lim f x lim x xe 

 
      لأن

 

2

1

x

x

x

lim xe

lim x

 





  


  

   

    21 x

x x
lim f x lim x xe 

 
      لأن

 

2

2 2

1

1
0

x

x

x xx x x

lim x

x x
lim xe lim lim

e e e



 

  

   



   


  

2 0 25.� �

 لدینا :  xتبیان أنھ من أجل كل عدد حقیقي -2   f ' x g x 

  : لدینا     2 2 21 1 1x x xf ' x e xe x e g x            

ومنھ    f ' x g x  
0 25.� �
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   استنتاج اتجاه تغیر الدالةf: 

إشارة   f ' x  من إشارة g x   

                                                    x  

   f ' x  
0 25.� �

  جدول تغیرات الدالةf: 

                                                    x  

   f ' x  

  
  

 

 f x 

  

0 25.� �

حساب  -3   1
x
lim f x x


   : 

      2 21 1 1 0x x

x x x
lim f x x lim x xe x lim xe   

  
            

0 25.� �

 : التفسیر الھندسي 

1yالمستقیم ذي المعادلة  x  رب مائل للمنحني مقا fC  عند.  0 25.� �

دراسة الوضعیة النسبیة للمنحني  -4 fC  بالنسبة إلى  1: y x   

  ندرس إشارة الفرق f x y: 

لدینا :  -  2xf x y xe   

                              0                          x  

                                          0                 f x y  

 fC  فوق                                   fC تحت    

 fC   

یقطع      

 

الوضع 
 النسبي 

  

0 5.� �

تبیان أنَ النقطة أ)  -5 2 3I نقطة انعطاف للمنحني  ; fC: 

  : لدینا      22 xf '' x g' x x e    

  جدول إشارة f '' x: 

  
  
fالمشتقة الثانیة  - تنعدم من  ''

2xأجل    مغیرة إشارتھا أي النقطة 2 3I نقطة انعطاف للمنحني  ; fC.  

                                2                       
        

x  

                                 0                   f '' x  
0 25.� �

تبیان أن المنحني   )ب  fC  00نقطة فاصلتھا في 0 2x . : 

  الدالةf  مستمرة ورتیبة تماما على المجال 0 0 2;  ولدینا : .

-  0 1f    و  0 2 20 2 0 2 1 0 2 0 8 1 21 0 41.f . . . e . . .         

0 5.  
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ومنھ    0 0 2 0f f .   

فان المعادلة حسب مبرھنة القیم المتوسطة  -  0f x   0تقبل حلا وحیداx  00حیث 0 2x .  

أي  - fC یقطع x' x  في النقطة 0 0x 00حیث  ; 0 2x .   

منحني تبیان أنَ ال  )ج  fC یقبل مماسا T  یوازي المستقیم  : 

 T  یوازي   معناه  معامل توجیھ المماس T  1یساوي  

أي   1f ' x   ومنھ  1g x   :  وبالتالي  21 1 1xx e     

إذن :   21 0xx e     1ومنھ 0x      1أيx   

0 25.  

  كتابة معادلة دیكارتیة للمماس T: 

      1 1 1 1 1 1y f ' x f x e x e            أي  1T : y x e    
0 25.  

د) حساب  1f :  

        3 31 1 1 2 22 09f e e .           

   : الرسم
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

0 75.  

المناقشة البیانیة لحلول المعادلة  -6  2 1 0xE : xe m     
2 1 0xxe m          2معناه 1xxe m      

21ومنھ  xx xe x m        أي f x x m   

  إذن حلول المعادلة ھي فواصل نقط تقاطع المنحني fC  مع المستقیم ذي المعادلةy x m  

الموازي لكل من    و T 

  إذا كان 1m ;   . فان المعادلة تقبل حلا وحیدا سالبا 

  1إذا كانm   . المعادلة تقبل حلا معدوما 
  إذا كان 1 1m ;e   . المعادلة تقبل حلین موجبین 

  1إذا كانm e   1المعادلة تقبل حلا وحیدا ھو. 
  إذا كان 1m e ;   . فان المعادلة لیس لھا حل  

0 5.  



 10

 للمتغیر :2ي تنعدم من أجل القیمة والت على  fدالة أصلیة للدالة  Fتبیان أنَ الدالة  -7

  : لدینا   2 21
1 3

2
xF x x x x e       

ومن

      2 2 2 21 1 1 1 1 1x x x xF' x x e x e x x e x xe                      
  

أي     F' x f x  

  : ولدینا   2 2 2 01
3 2 2 1 2 3 2 2 3 3 3 3 0

2
F e e               

  للمتغیر2والتي تنعدم من أجل القیمة  على  fدالة أصلیة للدالة  Fوبالتالي 

0 5.  

�� �

 


