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  نقاط 05  ا اول 

لدینا :    6 1 5 3 2 2B ; ; ,A ; ;  و 6 2 1C ; ;   والمستوي  3 0P : x y z    

 قائم : ABCالبرھان على أنَ المثلث  )1

لدینا :  - 3 3 3AB ; ;


  ، 3 0 3AC ; ;


و   0 3 6BC ; ; 


 

ولدینا :      3 3 3 3 3AB ² ² ²     و     3 0 3 3 2AC ² ² ²       

و      0 3 6 3 5BC ² ² ²       

BC²إذن :  AB² AC²   المثلث ومنھABC في النقطة قائم A.  

0 5.  

البرھان على أنَ المستوي  )2 P عمودي على المستقیم AB ویمر من النقطةA: 

  : لدینا 1 1 1n ; ;


شعاع ناظمي للمستوي   P 

إذن  -
3 3 3

3
1 1 1
         3ومنھAB n

 
ABأي   n

 
  وبالتالي   AB P 

في معادلة  Aنعوض بإحداثیات النقطة  - P : 3نجد 2 2 3 0     أي A P 

المستوي وبالتالي :  P عمودي على المستقیم AB ویمر من النقطةA  

0 5.  

كتابة معادلة دیكارتیة للمستوي  )3 P' العمودي على المستقیم AC والمار من النقطةA: 

لدینا :  3 0 3AC ; ;


شعاع ناظمي للمستوي  P'وبالتالي معادلة للمستوي P': من الشكل 

3 3 0x z d    
 نجد : Aنعوض بإحداثیات النقطة  dتعیین قیمة  -

   3 3 3 2 0d      3ومنھd    

وبالتالي معادلة للمستوي  P' :3 3 3 0x z    1أي 0x z    

0 5.  

كتابة تمثیل وسیطي لـ  )4  مستقیم تقاطع المستویین P و P': 

  : لدینا
3 0

1 0

x y z

x z

   


  
أي           

3 0

1

x y z

x z

   


 
وبالتالي  

1 3 0

1

z y z

x z

    


 
إذن  

 :
1

2 2

x z

y z

 


  
 

zنضع :  - t  : وبالتالي   
1

2 2

x t

: y t ; t

z t

 


    
 

  

0 75.  

أ) تبیان أن المستقیم  )5 AD  عمودي على المستوي ABC 

  : لدینا 0 4 1D ; ; التالي وب 3 6 3AD ; ; 


 إذن :

-      3 3 6 3 3 3 18 18 0AD.AB        
 

ADومنھ     AB
 

 

-      3 3 6 0 3 3 9 9 0AD.AC         
 

ADومنھ    AC
 

 

المستقیم وبالتالي  - AD  عمودي على المستوي ABC  

0 5.  
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 :ABCDحساب حجم رباعي الوجوه   ) ب
1

3
ABCD ABCv S AD             

لدینا :  -
3 3 3 2 9 6

2 2 2
ABC

AB AC
S

 
    و

     3 6 3 54 3 6AD ² ² ²       

أي  -
1 9 6

3 6 27
3 2

ABCDv uv                       27ABCDv uv  

0 75.  

ھو  BDCتبیان أنَ قیس الزاویة   ) ج
4

rad


: 

لدینا :  - 6 3 6DB ; ;


و  6 6 0DC ; ;


 

وبالتالي :  6 6 3 6 6 0 36 18 54DB.DC         
 

  

ولدینا :  - DB.DC DB DC cos DB,DC  
     

 

 81 72DB.DC cos DB,DC  
   

أي    54 1 2

29 6 2 2
cos DB,DC   



 
            

ومنھ  45BDC    

0 75.  

   :BDCد) حساب مساحة المثلث 

- 1 1 2
9 6 2 27

2 2 2
BDCS DB DC sinBDC us         

والمستوي  Aاستنتاج المسافة بین النقطة  - BDC:  

لدینا :      1 1
27 27

3 3
ABDC BDCv S d A, BCD d A, BCD        

ومنھ    27
3

1
27

3

d A, BDC  


               3d A, BDC   

0 75.  

ما نقاط  04  ا 

  : 1 لدینا 3 3z i   2و 3 3z i   

2لعددین كتابة ا )1 1z ,z : على الشكل الأسي 

لدینا :  -   
22

1 3 3 9 3 12 2 3z        

نضع :  - 1 1Arg z   إذن
1

1

3 3

22 3

3 1

22 3

cos

sin






 



  

ومنھ   1 2
6

k k


    

6وبالتالي : 
1 2 3

i

z e


  

0 5.  
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: لدینا  -   
2 2

2 3 3 3 9 12 2 3z        

نضع :  - 2 2Arg z   إذن
2

2

3 1

22 3

3 3

22 3

cos

sin






   



  

ومنھ  

 2

2
2 2

3 3
k k k

 
         

وبالتالي :  -
2

3
2 2 3

i

z e


  

0 5.  

3لدینا :  )2 1 2z z z  

 قائم ومتساوي الساقین : OABالبرھان على أنَ المثلث   ) أ

  : لدینا

2
23
3 62 2

1 6

2 3

2 3

i
i i

B O

i
A O

z z z e
e e

z z z
e


  



 
 

 
   


 

1ومنھ  -
OB

OA
  أيOB OA      و   2

2
OA,OB k k


  

 
  

  قائم ومتساوي الساقین OABأي أنَ المثلث 

0 5.  

 مربع : OAEBاستنتاج أنَ الرباعي   ) ب
  : لدینا  

2OB
z z  1و 2 1 2AE

z z z z z      

AE أي أنَ  OB
 

   
  متوازي أضلاع . OAEBومنھ الرباعي 

  : ولدیناOAB  قائم ومتساوي الساقینمثلث 
  مربع . OAEBوبالتالي 

  
  
  
  

0 5.  

2أ) تبیان أنَ  )3 6OE : 

  : لدینا   
2 2

2 2 2 2 3 2 3 12 12 24OE OA AE       

24ومنھ  2 6OE    

  َتبیان أن  5

12
u,OE




 
: 

:  لدینا -     u,OE u,OA OA,OE 
     

  

ومنھ   2 3 5

6 4 12 12
u,OE

    
   

 
 

0 25 0 25. .  

تعیین القیمتین المضبوطتین لكل من   ) ب
5

12
cos


و  

5

12
sin


: 

  : لدینا   3 1 2 3 3 3 3 3 3 3 3z z z i i i           
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  : 3ولدینا

5 5
2 6

12 12
z cos i sin

  
  

 
 

  بالمطابقة نجد :

5 3 3 3 6 3 2 6 2

12 12 42 6
cos

   
    

و 
5 3 3 3 6 3 2 6 2

12 12 42 6
sin

   
    

0 25 0 25. .  

2016ج) حساب 
3z:  

     
2016 2016

2016
3

2016 5 2016 5
2 6 2 6 840 840

12 12
z cos i sin cos i sin

 
 

  
    

 
  

أي  
2016

2016
3 2 6z   

0 5.  

3،بحیث یكون  nتعیین قیم العدد الطبیعي د) 

2 6

n
z 

 
 

  حقیقیا : 

3

2 6

n
z 

 
 

      معناه  حقیقیا  
5 5

12 12

n n
cos i sin

  
 

 
  حقیقیا  

ومنھ 
5

0
12

n
sin


  وبالتالي

5

12

n
k


  5أي 12n k   

5إذن  12n k      12ومنھ
5

k
n

 
  

 
وبالتالي     12n k' k'   

0 5.  

 ا نقاط  04  ا  

  : 0لدینا

1

5
u     ومن أجل كل عدد طبیعيn  ،1

2

2 1
n

n

n

u
u

u
 


 

n   ،1كل عدد طبیعيالتحقق أنھ من أجل  -1

1
1

2 1
n

n

u
u

  


 

1 لدینا : -

2 2 1 1 1
1

2 1 2 1 2 1
n n

n

n n n

u u
u

u u u


 
   

  
1ومنھ :  

1
1

2 1
n

n

u
u

  


  

0 25.  

، nأ) البرھان على أنھ من أجل كل عدد طبیعي  -2
1

0
2

nu  

نسمي  P n . ھذه الخاصیة  

0nمن أجل  -1  : 0 لدینا

1

5
u           و

1 1
0

5 2
   0أي

1
0

2
u  

اذن  P n  0أجل صحیحة منn .  

نفرض صحة  -2 P n  : َأي نفرض أن
1

0
2

nu   ونبرھن صحة 1P n   نبرھن أنَ أي

: 1

1
0

2
nu  . 

لدینا :  -
1

0
2

nu   0ومنھ 2 1nu   1أي 2 1 2nu     

0 75.  
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وبالتالي  
1 1

1
2 2 1nu

 


إذن    
1 1

1
2 1 2nu

    


   

وأخیرا : 
1 1

0 1
2 1 2nu

  


1أي     

1
0

2
nu    ومنھ 1P n  . صحیحة  

حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فان  -3 P n كل عدد طبیعي  صحیحة من أجل n.  

،  nالتحقق انھ من أجل كل عدد طبیعي   ) ب
 

1

1 2

2 1
n n

n n

n

u u
u u

u



 


 

  : لدینا
 2 2

1

1 22 2 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1
n nn n n n n n

n n n

n n n n

u uu u u u u u
u u u

u u u u


  
     

   
 . 

  تبیان أن المتتالیة n n
u


 متزایدة : 

1nندرس اشارة الفرق :  nu u   

لدینا :  -
 

1

1 2

2 1
n n

n n

n

u u
u u

u



 


 

ولدینا : 
1

0
2

nu   1ومنھ 2 0nu          0أي 1 2 1nu    

وبالتالي :  
1

0 1 2
2

n nu u            

ولدینا :      -
1 1

1
2 2 1nu

 


ومنھ               
 1 2 1

0
2 1 2

n n

n

u u

u


 


 

1أي  - 0n nu u    وبالتالي المتتالیة n n
u


  .متزایدة 

  
  
  

0 25.  
  
  
  
  
  
  
  

0 5.  

تالیة دراسة تقارب المتج)  n n
u


:  

 n n
u


متزایدة ومحدودة من الأعلى بالعدد  

1

2
فھي متقاربة وتتقارب من العدد  

1

2
.  

  تعیین نھایة المتتالیة n n
u


: 

1

2
n

n
lim u


  

0 25 0 25. .
  

: nلدینا من أجل كل عدد طبیعي  -3
3

2 1

n
n

n

n

u
v

u



 

اثبات أن المتتالیة   ) أ n n
v


 ھندسیة : 

  : لدینا
1

1
1

1

3

2 1

n
n

n

n

u
v

u











  

1
1

1

1

2 6 3
3 3

3 2 1 2 1

2 4 2 12 1 2 1
2 1 2 1

n
n n n

n
n n n

n
n n nn

n n

u u

u u u
v

u u uu
u u








 
 

 
  

   
 

أي  

1 6
2 1

3n
n

n

nu

u
v   



 2 1nu


 3
6 6

2 1 2 1

n
n

n

n n

u
v

u u


  

 
ومنھ   n n

v


6qھندسیة أساسھا    

0 5.  
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وحدھا الأول 
0

0
0

0

1 1
1

3 15 5
1 32 1 32 1
5 5

u
v

u




    
   

 

    
 : nبدلالة  nvحساب عبارة الحد العام   ) ب

  : 0لدینا

1
6

3
n n

nv v q     

  : َاستنتاج أن
1

2

3 2

n

n n
u





  

لدینا :  -
3

2 1

n
n

n

n

u
v

u



2ومنھ     3n

n n n nu v v u   2أي 3n
n n n nu v u v  

ومنھ  - 2 3n
n n nv u v    : وبالتالي

2 3
n

n n
n

v
u

v



 

إذن : 

1
6

63
1 2 6 3 3

2 6 3
3

n
n

n n n
n n

u
 

  
    

   
 

ومنھ     

6 2 3

2 6 3 3 2 3 2 3 3

n n n

n n n n n n
u


  

       
أي  

1 1

2 2

2 3 3 2

n n

n n n
u

 
 

 
  

  
0 25.   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

0 5.  
  

  حسابn
n
lim u


      : 
1

2 2 1 1

32 3 212 2 2 3
2 2

n n

n nnn n nn

n

lim u lim lim
  

   
           

  

0 5.  

 اا نقاط  07  ا 

 لجزء الأول :ا 

  : لدینا  2 2g x x ln x  

 :gدراسة تغیرات الدالة  -1

 : حساب النھایات 

-    2

0 0
2

x x
lim g x lim x ln x

  
           َلأن

0x
lim ln x


  

-    2 2

2
2 1 2

x x x

ln x
lim g x lim x ln x lim x

x  

 
      

 
لأنَ  

2
0

x

ln x
lim

x
  

0 25 0 25. .
  

 : حساب المشتقة 

 
  2 2 1 11 2 2

2 2
x xx

g' x x
x x x

 
    � �

0 25.  

 : دراسة إشارة المشتقة 
                                       1                0   x  

                                          0           g' x  
  

0 25.  
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 : جدول التغیرات 
                                     1                  0   x  

                                         0           g' x  

                                                    
   
  

                                                 1  

  

 g x 

  

0 5.  

استنتاج إشارة  -2 g x: 

                                                        0   x  
     g x  

  

0 25.  
  

 : الجزء الثاني 

لدینا :  -   
2

1 1f x x ln x
x

     

 أ) حساب النھایات : -1

-    
0 0

2
1 1

x x
lim f x lim x ln x

x  

 
      

 
لأن  

 

 

0

0

1

2
1

x

x

lim ln x

lim ln x
x









   

  

    
 

 

-    
2 2

1 1 1 2
x x x

ln x
lim f x lim x ln x lim x

x x x  

   
            

   
                   

 لأنَ :

 

0

2
0

1

x

x

x

ln x
lim

x

lim
x

lim x











  

  
 

   



  

0 25 0 25. .
  

أنھ من أجل كل عدد حقیقي تبیان   ) ب 0x ;  ، 
 

2

g x
f ' x

x
 : 

  : لدینا   2 2 2 2

1 1 1 1 1
1 2 1 1 2

ln x
f ' x ln x

x x x x x x

   
                 

 

اي  
 2

2 2

2 g xx ln x
f ' x

x x

 
    

0 5.  

بما أنَ  :  fاستنتاج اتجاه تغیر الدالة    ) ج  0g x   َفإن  0f ' x  

                                                         0   x  
     f ' x  

  

0 25.  
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  جدول تغیرات الدالةf: 

                                                         0   x  
     f ' x  

  
  
  

 

  
 f x 

  

0 5.  

تبیان أنَ المستقیم أ)  -2  1: y x    مقارب مائل للمنحني fC  عند: 

  : لدینا

       
2 2

1 1 1 1 1
x x x
lim f x x lim x ln x x lim ln x

x x  

   
                

   
 

إذن     
2

1 2 0
x x

ln x
lim f x x lim

x x 

 
         

 
  

ومنھ المستقیم    مقارب مائل للمنحني fC  عند.  

0 25.  

دراسة الوضعیة النسبیة للمنحني   ) ب fC بالنسبة إلى  : 

رق ندرس إشارة الف f x y.  

     
2 2

1 1 1 1f x y x ln x x ln x
x x

           

 : جدول إشارة الفرق 

  0f x y   معناه 
2

1 0ln x
x

        

1ومنھ  0ln x   1أيln x                      1وبالتاليx e  
 

                                 
1e

                                            0   x  
                                     0                             1 ln x 

                                      0                          f x y  

 fC  تحت                            fC  فوق   

                                fCیقطع  

                                          

الوضع 
 النسبي 

  

0 5.  

ج) تبیان أنَ المعادلة   0f x   تقبل حلا وحیدا  0حیث 41 0 42. . :  

   لدیناf  مستمرة ورتیبة تماما على المجال 0 41 0 42. ; . 

  : ولدینا   
2

0 41 1 0 41 1 0 41 0 06
0 41

f . . ln . .
.

     

و    
2

0 42 1 0 42 1 0 42 0 05
0 42

f . . ln . .
.

       

أي أنَ    0 41 0 42 0f . f .   

المعادلة حسب مبرھنة القیم المتوسطة المعادلة   0f x   تقبل حلا وحیدا  حیث

0 41 0 42. .   

0 5.  
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یان أنَ المنحني د) تب fC  یقبل مماسا T  یوازي :  

  T  یوازي   معناه  معامل توجیھ T  1یساوي أي   1f ' x   

ومنھ 
2

2

2
1

x ln x

x


        2أي 22x ln x x   

2وبالتالي  0ln x         0إذنln x            1ومنھx   

  T  مماس للمنحني fC  1عند النقطة ذات الفاصلةx   

0 5.  

  كتابة معادلة دیكارتیة للمماس T: 

        1 1 1 1 1 2 1 2 1y f ' x f x x x                

أي   1T : y x    

0 25.  

 : الرسم 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

0 75.  

المناقشة البیانیة لحلول المعادلة  )4   f x m x m  : 

  حلول المعادلة ھي فواصل نقط تقاطع المنحني fC  مع المستقیم ذي المعادلةy m x   الموازي

لكل من  Tو  

  إذا كان 1m ;    حل .المعادلة لیس لھا 

  1إذا كانm    1المعادلة تقبل حلا ھوx . 
  إذا كان 1 1m ;  . المعادلة تقبل حلین موجبین 

  إذا كان 1m ;  . المعادلة تقبل حلا موجبا 

0 75.  
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