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 المْضْع الأّل 

 : التنسًٓ الأّل 

 تمجٔل الْضٔطٕ لـ.1 AB : 

: لدٓيا  2;3;2AB


 غعاع التْجُٔ ّٓػنل اليكط٘ 

 8;0;8A ٌإذ : 

2 8

: 3 ;

2 8

x

AB y IR

z



 



 


 
  

 

تبٔاٌ أٌ .2 AB ّ  Dْٖلآيتنٔاٌ إلى ىفظ المطت  :  

: لدٓيا  2;3;2AB


 غعاع التْجُٔ لـ  AB ّ 
   3;2; 2
D

u 


غعاع التْجُٔ لـ  D ُمي ّ  :
3 2 2

2 3 2


  ُّمي  AB ّ  D 

 غير متْاشٓين أٖ متكاطعاٌ 

 : ليبخح عً ىكط٘ التكاطع 

: نحل الجنل٘ 
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 بعد التبطٔط بين 

المعادلتين 2ّ  3 نجد : 
13 7

; ;
5 5

t 
  

  
 

 ّ الجيائٔ٘ لا 

تحكل المعادل٘  1 ٌإذ    AB D  ٌإذٌ ىطتيتج أ 

 AB ّ  D ْٖلآيتنٔاٌ إلى ىفظ المطت  

3 . P ٖالمطتْٖ الرٖ ْٓاش Dٓػنل ّ   AB 

تبٔاٌ أٌ الػعاع / أ 2; 2;1n 


ىاظنٕ لـ  P: 

nٓهفٕ أٌ ىبين أٌ 


AB عنْدٖ علٙ 


 ّ علٙ 
 D

u


 

: لدٓيا 

     

       

. 2 2 3 2 1 2 0

. 2 3 2 2 1 2 0
D

n AB

n u

    

    

 

  

 تعٔين المعادل٘ الدٓهازتٔ٘ لـ. ب P :  

 2; 2;1n 


 ىاظنٕ لـ P  ّ    8;0;8A P ٓيتج  :

     2 8 0 2 1 8 0

24

d

d

    

 
:  ّميُ 

  : 2 2 24 0P x y z    

تبٔاٌ أٌ المطاف٘ . ج    ;d P D ثابت٘ مع تحدٓد الجابت : 

لتهً    ; ;M x y z D ِمعيا : 5 3 ;1 2 ; 2M t t t    

 : ّميُ 

       
     

 
22 2

2 5 3 2 1 2 2 24
; ;

2 2 1

t t t
d P D d P M

      
 

  

:ّميُ     
36 36

; 12
39

d P D


   

التنجٔل الْضٔطٕ لـ . د  المعسف بتكاطع  P ّ  Oxy: 

: لدٓيا 

 

 

: 2 2 24 0

: 0

P x y z

Oxy z

   




y: ّ بْضع  k ٓيتج : 

12

0

x y

y k

z

 



 

: أٖ  

12

: ;

0

x k

y k k IR

z

 


  
 

 

تعٔين لدنْع٘ اليكط . ٍـ ; ;M x y zٍٕ  :  

لدٓيا  
2 22 2 24 0x y z z     ٓهافٙء  

2 2 24 0

0

x y z

z

   



 مما ضبل ٓيتج المطتكٔه    

 تعٔين معادل٘ دٓهازتٔ٘ لـ. ّ S: 

ىصف قطس لـ S ٍْ 6C    

ليفسض :  ليعين إحداثٔات   '; ;x y z   حٔح ' 

المطتكٔه العنْدٖ علٙ  P في C ٓيتج   :

 

'

' ' '

'

2 10

: 1 2 ;

6

x k

y k k IR

z k

  


   


 

: ّميُ   ; 6d P   بعد

: التبطٔط نجد   
9

; 6
3

t
d P    ُ2:  ّميt  ّ2أt   

: ّميُ  14; 3;8  ّأ  6;5;4 

 في معادل٘ O ّ اليكط٘  بتعْٓض إحداثٔات نل مً  P 

: نجد 

 

     

     

0;0;0 : 24 0

14; 3;8 : 2 14 2 3 8 24 18 0

6;5;4 : 2 6 2 5 4 24 18 0

O





 

      

     

 اذٌ 

 6;5;4 ٘اليكط ّ O ْٖفي ىفظ جَ٘ مً المطت  P  ٌإذ

معادل٘ لـ S  ٍٕ :     
2 2 2

6 5 4 36x y z      

 تعٔين تمجٔل الْضٔطٕ للنطتْ.أ.4 OAB: 

لدٓيا  8;0;8OA


 ّ  10;3;10OB


 أغع٘ التْجُٔ لـ OAB ّ

:  إذٌ Oٓػنل اليكط٘ 

   

' '

' ' ' 2

' '

8 10

: 3 ; ;

8 10

x t

OAB y t IR

z t



 



  


 


 

 

 اضتيتاج المعادل٘ الدٓهازتٔ٘ لـ OAB :  

' '

'

' '

8 10

3

8 10

x t

y

z t







  





 

: تهافٙء 

' '

'

' '

8 10

3

8 10

x t

y

z t







  





  

x: ّبْضع  z ٖأ

 :  : 0OAB x z  

تبٔاٌ أٌ . ب S ّ  OAB ٗمتكاطعاٌ ّتعٔين عياصس المنٔص 

 : للتكاطع 
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: لدٓيا   
6 4

; 2 6
1 0 1

d OAB 


  
 

:  إذٌ 

   OAB S ٗدائس ٍْ 

 ّٓعامد المطتكٔه الرٖ ٓػنل  OAB ٍْ    : 

6

15 ;

4

x h

y h IR

z h

 


 
  

ىكط٘ تكاطع ّميُ مسنص الدائسٗ ٍْ 

ٍرا المطتكٔه مع  OAB 1:  ّبعد الحطاب ٓيتجh   ّ 

 5;5;5 ىصف قطسٍا ّr حٔح :

  2 2 ; 36 2 34r R d OAB      

 : التنسًٓ الجاىٕ 

 :aّbتعٔين العددًٓ الحكٔكين .1

 

 

2

2

2 2 3

2 2 3

a i i

b i i

  

  
: ّميُ 

2

2

1 2 2 2 3

1 2 2 2 3

a ai i

b bi i

   

   
بالمطابك٘ 

3a: نجد   ّ 3b  

 : المعادل٘ حل في .أ.2
2 4 16 0z z   

: لدٓيا  
2

48 4 3i    ٍٕ 1: ّميُ الحلْل 2 2 3z i  ّ

2 2 2 3z i  

 اضتيتاج حلْل المعادل٘.ب
4 24 16 0z z   

بْضع 
2z L ٍٕ ىطتيتج أٌ الحلْل :

2

1 1 2 2 3z L i   ّ 

2

2 2 2 2 3z L i   ّميُ ٓيتج :

3 ; 3 ; 3 ; 3z i z i z i z i          

 تبٔاٌ أٌ.3
1

sin
2 3

k k

i k
y




: 

1

1 3 1 3

4 4 4 4

1
cos sin cos sin

2 3 3 3 3

1
2 sin sin

2 3 2 3

k k

k

k

k k

y i i

k k k k
i i

k i k
i

   

 


   
         
   

      
         
      

 

 

2013 اضتيتاج أٌ 0y  :  لدٓيا

 2013 2012 2012 2012

2013
sin sin 671 sin 0

2 3 2 2

i i i
y


    

 نتاب٘
2015

20152 yعلٙ الػهل i : 

: لدٓيا 

2015 2015

2015 2014

2015 3 671 2
2 2 sin 2 sin

2 3 3

2
2 sin 671 2 sin 3

3 3

i
y i

i i i




 


 
     


    

 : تحكل أٌ.أ.4
3

2
C A Bz z z  : 

لدٓيا 
2015

20155 2 5 3Cz y i    

ّلدٓيا  2
2 2 3 2 2 3 5 3

3
Cz i i i      

 : تبٔاٌ.ب
2015

20152B C

A C

z z
y

z z


 


: 

: لدٓيا 

2015

2015

2 2 3 5 3 3 3 3

2 2 3 5 3 3 3

3 3
3 3 2

3 3

B C

A C

z z i i i

z z i i i

i
i i y

i

     
 

     

 
   

 

 

 : f تحدٓد طبٔع٘ التخْٓل

3B: لدٓيا  C

A C

z z
i

z z





ٓهافٙء  3B C A Cz z i z z   

3B: ّميُ  C A Cz z z z   ّ arg
2

B C

A C

z z

z z

 
 

 

: ٓهافٙء 

 

3

;
2

CB CA

CB CA





  ٌاذ f ِتػابُ مباغس مسنص C ّ 

 ّ شآّتُ 3ىطبتُ 

2


. 

 ّ ىطبتُ C تػابُ مباغس مسنصِ f:ايجاد العبازٗ المسنب٘  

 ّ شآّتُ 3

2


 ّميُ  3; 1 8 4 3Ci z i       

: ّميُ 
': 3 8 4 3f z i z i   

تبٔاٌ أٌ .أ.5 nU متتالٔ٘ ٍيدضٔ٘ مع تحدٓد أضاضَاq ّ

 :0Uحدٍا الأّل 

: لدٓيا 

 

1 1 2 2 1 1

1 1

3 3

3 3 3

n n n n n n n

n n n n n

U A A z z i z i z

i z z i z z U

      

 

      

    
 

ّميُ  nU 3 ٍيدضٔ٘ أضاضَاq  حدٍا الأّل ّ 

0 1 0 0 03 8 4 3

128 32 3

U z z i z i z     

 

 

  : n بدلالnU٘اضتيتاج عبازٗ.ب

 0 128 32 3 3
n

n

nU U q    

 : n بدلال٘ nSحطاب المجنْع 
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 :بسٍاٌ بالتراجع .ج

ىتخكل مً صخ٘  0P 0:  لدٓيا 128 32 3U  1الطسف 
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0 1

2 40128 32 3 3 128 32 3



    ّميُ 2الطسف 

 0P ٘لذكك  

لدٓيا 

  

    

1
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: ّبعد التبطٔط نجد   
2

2 41128 32 3 3
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 : التنسًٓ الجالح 

إثبات أىُ إذا ناىت الجيائٔ٘ .أ.1 ;x y٘حلا للنعادل E ٌفإ 

x  3مطاعف لـ : 

إذا ناىت  ;x y ٘حلا للنعادل  E ٌ5:فإ 6 3x y  ُّمي :

 5 6 3 3 2x y y    3 ّميُ حطب غْص 5x ّ 3 ّ 5 

3أّلٔاٌ فٔنابٔيَا إذٌ  x ٖ3 أx k 

اضتيتاج حل خاص .ب 0 0;x y ٘للنعادل  E  

0: لدٓيا  3x k حٔح k ٌإذ  E تهافٙء  : 0 0;x y 

حل للنعادل٘  E ِ0:  معيا 05 6 3x y  ٖإ  05 3 6 3k y  

: أٖ   05 2 1k y  

ايجاد الجيائٔ٘  0;k y ٘باضتعنال الكطنات المتتابع 

5: لخْازشمٔ٘ إقلٔدٓظ لدٓيا  2 2 1   ُّمي 5 2 2 1  ٖأ

   5 1 2 2 1  ٌإذ    0; 1;2k y ُّمي   0 0; 3;2x y  

حل في 
2 ٘المعادل E: 

: لدٓيا 

   

5 6 3

5 3 6 2 3

x y 


 
ّميُ    5 6 5 3 6 2x y   ٖأ  :

   5 3 6 2x y   أّلٔاٌ 5 ّ 6ّميُ حطب غْص لدٓيا 

فٔنابٔيَا ّ  6 5 3x ٖأ  6 3x ُ6 ّمي 3x k  

6بالتعْٓض   3x k  5 في المعادل٘ نجد 2y k  ُّمي 

: الحلْل ٍٕ الجيائٔات  6 3;5 2 ;k k k   

اضتيتاج حلْل الجنل٘ .ج S: 

 S  تهافٙء :

6 1

5 4

x

x





 


 
6 :ّميُ  1 5 4    ٖأ  :

5 6 3    نجد . ب.1ّحطب الطؤال :

   ; 6 3;5 2 ;k k k      ٘بتعْٓض قٔن  ّ  في 

x30:  نجد 11;x k k   

حل الجنل٘ . د S ٘ٔبطسم غير اضتيتاج : 

 S   تهافٙء

 

 

5 5 30

6 24 30

x

x

  


 

: إذٌ  6 5 19 30x x   ٖأ: 

 19 30x   ُّمي 11 30x   ٌ30: اذ 11;x k k   

تعٔين الجيائٔات .2 ;x y ٘حلْل المعادل  Eحٔح  :  

 ;x y ٘حلْل المعادل  E ّ 
2 2 56x y   فإن :

   
2 2

6 3 5 2 56k k    تهافٙء 
211 16 51 0k k   

دزاض٘ أغازٗ 
211 16 51k k  نجد  :

211 16 51 0k k   لما 

17
3;

11
k

 
  
 

:  ّميُ  3; 2; 1;0;1k     ّميُ الجيائٔات 

 ;x y ٍٕ  :         15; 13 ; 9; 8 ; 3; 3 ; 3;2 ; 9;7      

 حتٙ ٓهٌْ  ّتعين .4 ;a b٘حلا للنعادل  E : 

: لدٓيا 
3

1 0 00a   ٌ0: فإ 3  ّ 
5

0b   ٌفإ  : 

0 5  ّلدٓيا نرلو  :

2 4 53 3 3 90 243a          ّ 

0 2 35 5 5 126 25b             

 ;a b ٘حلا للنعادل  E  5ٓهافٙء 6 3a b   ُّمي: 

   5 90 243 6 126 25 3       بعد التبطٔط نجد

51 25 202   ٌ0:  ّ بما أ 3  ٌفإ  : 0;1;2  

: ٓيتج 
202 151 100

; ; 4
25 25 25


 

  
 

2 إذٌ    ّ 4  

 :التنسًٓ السابع    ln 2x xf x e e  

IR: مً x إثبات أىُ مً أجل نل.أ.1   2ln 1 2 xf x x e   

: لدٓيا 

   

   

2

2 2

1 2
ln 2 ln

ln 1 2 ln ln 1 2

x
x x

x

x x x

e
f x e e

e

e e x e






  

 
    

 

     

 

: عيد fحطاب ىَآ٘ .ب

   

 

2

2

lim lim ln 1 2

lim lim ln 1 2

x

x x

x

x x

f x x e

x e



 



 

  

    
:لإٌ 

2lim 0x

x
e


 ُّمي :

2lim 1 1x

x
e


  ُّمي  2lim ln 1 2 0x

x
e


  

تبٔاٌ أٌ  D ٘ذّ المعادلy x مطتكٔه مكازب ظْاز    :

    2lim lim ln 1 2 0x

x x
f x x e

 
    ٌإذ D و و لـ  C 

 عيد 

دزاض٘ الْضعٔ٘ اليطبٔ٘ لـ.ج C٘باليطب   D  : 

 ىدزع إغازٗ الفسم   2ln 1 2 xf x x e   

: لدٓيا 
22 0xe  مً أجل نل x ًم IR ُّمي  :

22 1 1xe   

 ّميُ IR مً xمً أجل نل  2ln 2 1 0xe   مً اجل نل 

x ًم IR ُمي ّ   0f x x  ٌاذ  C ٓكع فْم  D مً اجل 

 IR مً xنل 

IR: مً x إثبات أىُ مً أجل نل. أ.2   2ln 2 xf x x e    
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: لدٓيا 

   

   

2

2 2

2 2
ln 2 ln ln

ln 2 ln ln 2

x
x x x

x x

x x x

e
f x e e e

e e

e e x e





  
       

   

      

 

: عيد fىَآ٘ حساب . ب

   2lim lim ln 2 x

x x
f x x e

 
     ٌلأ  :

2lim 0; limx

x x
e x

 
    

  تبٔاٌ أٌ  'D ٘ذّ المعادلln 2y x   مطتكٔه مكازب  و  

:  ظْاز 

       

 

2

2

lim ln 2 lim ln 2 ln 2

lim ln 2 ln 2 0

x

x x

x

x

f x x x e x

e

 



        

   

إذٌ  'D و و لـ  C عيد  

دزاض٘ الْضعٔ٘ اليطبٔ٘ لـ.ج C ٘باليطب  'D  :

ىدزع إغازٗ الفسم     21
ln 2 ln 1

2

xf x x e
 

     
 

 

: لدٓيا 
21

0
2

xe  مً أجل نل x ًم IR ُّمي : 
21

1 1
2

xe  

 ّميُ IR مً xمً أجل نل 
21

ln 1 0
2

xe
 

  
 

 مً اجل نل 

x ًم IR ُمي ّ    ln 2 0f x x    ٌاذ  C ٓكع فْم 

 'D مً اجل نل x ًم IR 

:  حٔح IR م إ علٙ f : fدزاض٘ إتجاِ تػير .3

 
 

2
' 2 2

2 2

x x x

x x x x x

e e e
f x

e e e e e



 

 
 

 
 

إغازٗ  'f x :  ٗتتعلل باغاز
2 2xe  ٌلا  2 0x x xe e e  

2 2 0xe   ِمعيا  :
2 2xe  ِ2معيا ln 2x  ٖأ 

ln 2

2
x  

 

 متياقص٘ fالدال٘ 

تماما علٙ

ln 2
;

2

 
 
 

 

ّمتصآدٗ تماما علٙ 
ln 2

;
2

 
 

 
 

 :  fجدّل تػيرات 

 

 

 

 

  :السضه . 4

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

تبٔاٌ أٌ جمٔع المطتكٔنات .أ.5 m٘تمس مً ىكط٘ ثابت  

: لدٓيا  : mمً أجل نل عدد حكٔكٕ 
ln 2

1
2

y mx m  

تهافٙء 
ln 2 ln 2

0
2 2

y mx m    ُّمي  :

ln 2 ln 2
0

2 2
y m x

 
    

 
:  ٓهافٙء 

ln 2
0

2

ln 2
0

2

y

x

 

 

:  أٖ 

ln 2 ln 2
;

2 2
x y  

 :  المياقػ٘ البٔاىٔ٘. ب

1mإذا ناٌ   ٌفإ m ٍْ  D 

1mإذا ناٌ    ٌفإ m ٍْ  'D  

 D ّ  'D ٘ٓتكاطعاٌ في ىكط٘ الجابت A 

إذا ناٌ  1;1m  ٌفإ  m ٙلآكطع الميخي  C  

إذا ناٌ    ; 1 1;m    ٌفإ m ٙٓكطع الميخي 

 C  ٗفي ىكط٘ ّحٔد 

II. 1 . تفطير الهيدضٕ للعدI :I ْٖمطاح٘ الحٔص  المطت ٍْ 

المحدد بـ  C المطتكٔنات ذات المعادلات ّ  :y xّ2x ّ 

3x  

 مً xتبٔاٌ مً أجل نل .2 0; : ln 1 X X  

: ىطع    ln 1h x X X   ٘ىدزع تػيرات الدال h 

إ علٙ . مhلدٓيا  0; حٔح  :

 ' 1
1 0

1 1

X
h x

X X


   

 
 متياقص٘ تماما علٙ h ّميُ 

 0;  

لدٓيا  0 0h  ّ h ٙمتياقص٘ تماما عل  0; ٌاذٌ فإ 

 ضالب٘علٙ المجال hإغازٗالدل٘   0; ِمعيا 

 ln 1 0X X   ٖأ  ln 1 X X   

 اضتيتاج أٌ.3

3

2

2

0 2 xI e dx    :

 :لدٓيا     
3 3

2

2 2

ln 1 2 xI f x x dx e dx     ٌبما أ ّ  :

22 0xe  مً أجل نلx ًمIR   2;3 
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: حطب الطؤال الطابل : فإٌ  2 2ln 1 2 2x xe e   ُّمي  :

 
3 3

2 2

2 2

ln 1 2 2x xe dx e dx    ٖأ

3

2

2

2 xI e dx  

ّىعله أٌ  2ln 1 2 0xe  ٌ2 ّ بما أ 3  ٌفإ 

 
3

2

2

ln 1 2 0xe dx  ٖ0 أI  ُّمي  :

3

2

2

0 2 xI e dx   

  

 


