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 الم٘ض٘ع اهجاُٛ 

 : اهتٌسّٙ الاٗي 

: تحقق أْ / أ-1 B D D A Cz z z z z   

: هدِٙا

1 1
1

1 1
1 1

B D

a
z z i i

a a

a
i i

a


   

 
   

 

: ٗ هدِٙا ًّ جٔٞ أخس٠    
1

1D A Cz z z i a ai i
a

     

 ًِٕٗ : B D D A Cz z z z z   

اضتِتاج أْ المطتقٌٚين / ب ACٗ BD ًْتعاًدا  : 

: هدِٙا - أ-ًّ اهطؤاي  
1B D

D

A C

z z
z i

z z a


 


 ًِٕ ٗ  :

1
arg arg 2

2

B D

A C

z z
i k

z z a




   
     

   
 لاْ 

1
0

a
 ٛٗباهتاه  :

   ; 2
2

CA DB



 

:  إذْ  AC ٗ  BD ًْتعاًدا 

 Sتعٚين اهلتابٞ المسكبٞ هوتػابٕ المباغس / أ- 2

:  ًّ اهػلى Sاهلتابٞ المسكبٞ هوتػابٕ 
'z z   

هدِٙا  S A B ًٖعِا : 1 .... B Az z   

 S C D ًٖعِا  : 2 .... D Cz z   (1)   ًِٕٗ بطسح  ًّ

: نجد  (2) B D A Cz z z z   ًِٕٗ :
B D

D

A C

z z
z

z z



 


 

 ًِٕٗ :
1

i
a

  

D: هدِٙا  Cz z   ًِٕٗ  :D Cz z   ٜا: 

 
1 1

i i ai
a a

    ًِٕٗ :
1

1 i
a

   

:  ٓٛ Sاهلتابٞ المسكبٞ هوتػابٕ 
' 1 1

1z iz i
a a

   

 :S هوتػابٕ لاحقٞ المسكصzتحدٙد / ب

: ُعوٍ أْ 

1
z




 


 ًِٕٗ :

1
1

1
1

1

i
az

i
a





 



 ًِٕٗ1z  

 :Sتحدٙد اهعِاصسٝ المٌٚصٝ هوتػابٕ  -

S ٖتػابٕ ًباغس ًسكص  ٞ1 ذات اهلاحقz  ُٕطبت ٗ
1

a
 

ٗشاٗٙتٕ 

2


: لاحظ أْ ) 

1
0

a
) 

 : ًتػابٔاْ OACٗ BHDتبٚاْ أْ المجوجين/ ج

هدِٙا  S A B ٗ  S C D  

 S باهتػابٕ Oهِخدد لاحقٞ اهِقطٞ

 ' 1 1 1
0 1 1 Hz i i i z

a a a
     ْلأ 

1
1 1H Dz z i

a
    

ٗٓلرا   S O H  

 ًِٕٗ  BHD ٓ٘ المجوح  S باهتػابٕ OACإذْ ص٘زٝ المجوح 

  ًتػابٔاْ OAC ٗ BHDالمجوجاْ 

 : ايجاد علاقٞ بين ًطاحتي المجوجين  -

   
2

1
A BHD A OAC

a

 
  
 

 ًِٕٗ 
 

2

A OAC
A BHD

a
 

تبٚاْ أْ /أ-  3 nU ًٞٚتتاهٚٞ ِٓدض: 

1: هدِٙا  1 1n n n nU z z M       

: بما أْ  1n nM S M  ْفإ  :
1

1
n nM M

a
   ًِٕٗ  :

1

1 1 1
n n n nU M z z U

a a a
      أجى كى ًّ ًِٕٗ 

 : nعدد طبٚعٛ 
1

1
n nU U

a
  ًِٕٗ  nU ًٞٚتتاهٚٞ ِٓدض 

أضاضٔا 
1

q
a

 حدٓا الأٗي ٗ 

0 0 1AU z z z z a       ٜ0: أ 1U a  

 بحٚح  تلْ٘ aتعٚين قٍٚ / ب nU ًٞتقازب : 

 nU 1:  ًتقازبٞ ٙعني 1q   ٜأ  :
1

1 1
a

   ْبما أ ٗ 

1
0

a
 ِٙتج  :

1
0 1

a
  ٜ1 أa  ْ1 ٗ بما أa  ْ1: فإa   

: أٜ  1;a  

 : n بدلاهٞ nTحطاب المجٌ٘ع / ج

1 0......n n nT M M M     ( ُْلاحظ أ: 

n n nU z z U   )  ًِٕٗ :1 0.......n n nT U U U   ًِٕٗ  

2

0

1

1

n

n

q
T U

q

 
  

 
 ًِٕٗ  :

2
1

1

1
1

1

n

n

a
T a

a

  
  
   

  
   
  

 ًِٕٗ   : 

2
1 1

1
1

n

n

a
T a

a a

   
        

 

هدِٙا - 4 1 iZ a e   ٗIR : 

تحدٙد طبٚعٞ مجٌ٘عٞ اهِقط  -  : 

 1 iZ a e   ٙلاف١ٟ  :

iZ a ae  ٙلاف١ٟ
iZ a ae   ْبما أ ٗ IR  

Zٙلْ٘ هدِٙا  a a a   ْ0 لاa  ٜأ   ٝدا٢س ٛٓ 

r ٗ ُصف قطسٓا a ذات اهلاحقٞ Aًسكصٓا a 

 :اهتٌسّٙ اهجاُٛ 

I.ٍٚتعٚين قm ٞبحٚح تقبى المعاده 

2014 475 m   حو٘لا في
2: 

2014 475 m    2014 تلاف١ٟ 475 m   



2 

 

: هدِٙا  2014;475 19PGCD  ٗٓلرا 

2014 475 m   تقبى حو٘لا في 
2  ٙلاف١ٟ

 19 106 25 m   ًِٕٗ 19 m ٜ19أm h ًعh IR 

II.  ٞهدِٙا المعاده 1 ....2014 475 19x y  : 

تعٚين الحى-1 0 0;x yٞهوٌعاده  1 ٜاهر 

0يحقق 04 1y x :  

المعادهٞ  1 تلاف١ٟ  19 106 25 19x   ٗتلاف١ٟ 

 * ...106 25 1x y   0 ٗ هدِٙا 04 1y x  باهتع٘ٙض في

المعادهٞ  * نجد :  0 0106 25 4 1 1x x    بعد الحى

0: نجد  4x  ْ0 إذ 17y  ٜأ    0 0; 4;17x y  

حى في -2
2 ٞالمعاده  1 : 

المعادهٞ  1 ٞالمعاده ٗ  * ًٞتلاف٣تاْ لهٌا ُفظ مج٘ع 

الحو٘ي  إذْ نحى المعادهٞ  * ...106 25 1x y   

بما أْ اهجِا٢ٚٞ  4;17 ٞحى هوٌعاده * ْفإ  :

     ...106 4 25 17 1E    

 ًّ * ٗ E نجد  :   106 25 106 4 25 17x y   ٜأ: 

   106 4 25 17x y   

: هدِٙا  25 106 4x ٗ 25 ٗ 106 أٗهٚاْ فٌٚابٌِٚٔا 

حطب غ٘ص   25 4x ْ25:  إذ 4x k  

106:  نجد xبتع٘ٙض  17y k  إذْ  مجٌ٘عٞ حو٘ي

المعادهٞ  1  ٞاهجِا٢ٚات اهصخٚخ ٛٓ  25 4;106 17k k  

 kًع 

 أٗهٚاْ فٌٚابٌِٚٔا حٚح x ٗyتبٚاْ أْ -3 ;x y حى 

هوٌعادهٞ  1: 

 أٜ x ٗ y قاضٍ ًػترن هـ dهدِٙا 
d x

d y
 ًِٕٗ 

106

25

d x

d y
إذْ 

: 106 25d x y ٜ1 أd  ٗ d 1 ِٙتجd  ٜ1أd  

: إذْ  ; 1PGCD x y  ًِٕٗ x ٗ y أٗهٚاْ فٌٚابٌِٚٔا  

: بحٚح nتعين قٍٚ اهعدد اهطبٚعٛ- 4 4 25n   ٛٗباق

 :17 ٓ٘ 106 عوٟ nقطٌٞ 

: أٜ نحى الجٌوٞ 

 

 

4 25

17 106

n

n

 




: إذْ 

25 4

106 17

n

n





 

 
 ًِٕٗ

:106 17 25 4    ًِٕٗ 106 25 13    

هدِٙا اهجِا٢ٚٞ  4;17 ٞحى خاص هوٌعاده 

106 25 1    ٞٚاهجِا٢ ًِٕٗ  4 13;17 13  حى

106خاص هوٌعادهٞ  25 13    ٞبعد ذهم نحى المعاده  

106 25 13    2- باتباع ُفظ اهطسٙقٞ في اهطؤاي -

: نجد 

25 52
;

106 221

p
p

p





 


 
 ّهل

106 17n   باهتع٘ٙض نجد

 106 25 52 17n p   ًِٕٗ :

2650 5529;n p p   

تعٚين اهجِا٢ٚات -5 ;x y ًّ
2 ٞحو٘ي المعاده  1 حٚح  :

x y 10 ًطاعف هـ: 

25هدِٙا      4 106 17 131 21x y k k k                     

x ٗ هدِٙا  y ًعِاٖ 10 ًطاعف هـ  0 10x y  ٜأ  :

 131 21 0 10k   ٜأ : 1 0 10k   ٜأ  1 10k   ٜأ

 9 10k  ًِٕٗ 10 9k t  ًِٕٗ :

    ; 250 229;1060 971 ;x y t t t    

 : اهتٌسّٙ اهجاهح 

AB.: حطاب الجدا١ اهطوٌٛ .1 AC
 

 : 

: هدِٙا  3;2; 2AB 


 ٗ  0;2;1AC


 ًِٕٗ  :. 2AB AC 
 

 

BAC: اضتِتاج اهقٌٚٞ المدٗزٝ إلى اه٘حدٝ باهدزجات هوصاٗٙٞ 


: 

هدِٙا 
 . ;

. 2

AB AC AB AC COS AB AC

AB AC

  



     

  ًِٕٗ: 

 
2 2

; 0,21
17 5

COS AB AC
AB AC

  


 
  ًِٕٗ 

077BAC


 

  : هٚطت في اضتقاًٚٞ A،B ٗCاضتِتاج أْ  اهِقط .2

:بما أْ   0; 77AB AC 
 

  هٚطت في اضتقاA،B ٗCًٞٚفإْ 

اضتِتاج أْ ًعادهٞ المطتٜ٘  ABC ٛٓ2 2 2 0x y z    

: هدِٙا 

     

     

     

2;0;1 : 2 2 0 2 1 2 2 2 0

1;2; 1 : 2 1 2 2 1 2 4 4 0

2;2;2 : 2 2 2 2 2 2 6 6 0

A

B

C

        

       

        

 

ًِٕٗ ًعادهٞ المطتٜ٘  ABC ٛٓ 2 2 2 0x y z    

كتابٞ ًعادهٞ اهدٙلازتٚٞ هوٌطتٜ٘. أ.3 P ٜ٘المطت 

المح٘زٜ هـ AB: 

 Pالمطتٜ٘ المح٘زٜ هـ AB ًٖعِا  :AM BM ٙلاف١ٟ :

         
2 2 2 2 222 1 1 2 1x y z x y z          

6: ًِٕٗ بعد اهتبطٚط نجد  4 4 1 0x y z    

تبٚاْ أْ مجٌ٘عٞ اهِقط . ب ; ;M x y z اهفطا١ اهتي ًّ 

AMتحقق  CM ٜ٘المطت ٛٓ  'P ًٕعادهت 

4 2 7 0y z   : 

AM CM ًٖعِا  :

         
2 2 2 2 222 1 2 2 2x y z x y z         

4: ٗ بعد اهتبطٚط نجد  2 7 0y z   (ٗ.ٓـ.َ) 

تبٚاْ أْ . ج P ٗ  'P  ْهدِٙا : ًتقاطعا  :
   6;4; 4
P

n 


 

 ٗ
 

 ' 0;4;2
P

n


 ًِٕ ٗ 
0 4 2

6 4 4
 


إذْ  P ٗ  'P 
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 ًتقاطعاْ ٗفق ًطتقٍٚ

تعٚين اهتٌجٚى اه٘ضٚطٛ هـ   ًطتقٍٚ تقاطع Pٗ 'P 

: هدِٙا 
6 4 4 1 0

4 2 7 0

x y z

y z

   


  
 ًِٕٗ  :

6 2 7 4 1 0

4 2 7

x z z

y z

    


  
 ًِٕٗ  :

6 6 6

4 2 7

x z

y z

  


  
 ًِٕ ٗ 

1

1 7

2 4

x z

y z

 



  


 ًِٕٗ  :

1

1 7

2 4

x z

y z

z z

 



  




:  إذْ 

 
1

1; ;1
2

u 
 

 
 


:  إذْ  

1

1 7
: ;

2 4

x t

y t t IR

z t

 



    




 

تبٚاْ أْ / أ.4  ٜ٘ٙقطع المطت  ABC في ُقطٞ ٙطوب 

 : تعٚين إحداثٚاتٔا

: هدِٙا 

 

   

1
1; ;1

2

2; 1;2
ABC

u

n


 

 
 






 ًِٕٗ  :

1
1 12

2 1 2



 


 إذْ 

   
/ /

ABC
u n

 
 إذْ    ٗ  ABC ًتعاًداْ ٗٙتقاطعاْ في 

  ُقطٞ ٓٛ  

: هدِٙا  
1 7

2 1 2 2 0
2 4

t t t
 

       
 

 ًِٕٗ : 
7

18
t  

 ًِٕٗ :
11 14 7

; ;
18 9 18


 
 
 

 

 :ABC ٓٛ ًسكص اهدا٢سٝ المحٚطٞ بالمجوح اضتِتاج أْ / ب

ٙلفٛ ABC ًسكص اهدا٢سٝ المحٚطٞ بالمجوح هتبٚاْ أْ  

A: أْ ُبين   B C     

ٗهدِٙا 
3 170

18
A B C     

 ًسجح الجٌوٞ G اهِقطٞ .5

     2 2 2; 1 ; ; 2 ; 2A B C     حٚح :  ٛعدد حقٚق 

 : Gتعين احداثٚات اهِقطٞ - 

23 4Gx


  ، 
24 2Gy


  ٗ 

23 4Gz 
   

: IR في  عِدًا تتػير Gاضتِتاج مجٌ٘عٞ اهِقط -

: هدِٙا 

2

2 2

2

3 4

4 2 ;

3 4

G

G

G

x

y IR

z









 



  


  


  

: ب٘ضع 
2  نجد  :

3 4

4 2 ;

3 4

G

G

G

x

y IR

z









 



  


  


  

 ًطتقٍٚ   G ًِٕٗ تمجى  اهِقط 

 
 :اهتٌسّٙ اهسابع 

I. هدِٙا   2 21
3 ln 1, 0

2
f x x x x    ٗ  0 1f  

  عِد  fحطاب  ُٔاٙٞ .1

   2 21
lim lim 3 ln 1

2x x
f x x x

 
     

 :0 عِد fدزاضٞ قابوٚٞ إغتقاق -2

 لأُا هٚطت 0 غير قابوٞ هلاغتقاق عِد fًّ اه٘اضح أْ 

 0ًعسفٞ عوٟ ٙطاز 

  : 0 عوٟ يمين fهِدزع قابوٚٞ إغتقاق 

     2 2

0 0

1
3 ln 1 10 2lim lim

0x x

x xf x f

x x 
 

  



 

   2

0 0

0

1 1
lim 3 ln lim 3 2ln

2 2

3
lim ln 0

2

x x

x

x x x x

x x x

 



 



  

  

    fًِٕٗ اهداهٞ 

 ٗ المِخِٟ 0قابوٞ هلاغتقاق عوٟ يمين  fC ٙقبى ُصف 

مماع ً٘اشٜ لمح٘ز اهف٘اصى عِد اهِقطٞ  0;1  

  : fدزاضٞ إتجاٖ تػير اهداهٞ -3

 :حطاب المػتق 

 قابوٞ هلإغتقاق عوٟ المجاي fاهداهٞ  0; حٚح :

     ' 21 2
3 2ln 3 2ln

2
f x x x x x x x

x

 
      

 
 

  ًِٕٗ :   ' 2 1 lnf x x x  

إغازٝ  'f x  ٝإغاز ٛٓ  1 ln x ْ2 لأ 0x  

 ' 0f x  ٙلاف١ٟ  1 ln 0x   ٙلاف١ٟln 1x  ٜأ 

x e ٜأ  0;x e ْإذ  : 

 0;x e ٙلاف١ٟ  ' 0f x  ٞاهداه ًِٕ ٗ f  ًٝتصاٙد 

تماًا  ُٗطتِتج  ;x e  ٙلاف١ٟ ' 0f x  ٞاهداه ًِٕٗ

f ًتِاقصٞ  تماًا  

 : fجدٗي تػيرات اهداهٞ 

 

 

  21
1

2
f e e  

 

0: حٚح  تبٚاْ إُ ٙ٘جد عدد حقٚقٛ ٗحٚد   ٗ 

  0f  : ٞجدٗي اهتػيرات نجد  اهداه ًّ f ًتِاقصٞ تماًا 

عوٟ  ;e  ًطتٌسٝ عوٟ ٓرا المجاي  ٗ هدِٙا ٗ : 

  21
1

2
f e e  ٗ   lim

x
f x


  ٍٚاذْ حطب ًبرِٓٞ اهق

المت٘ضطٞ فإْ المعادهٞ   0f x  تقبلا  ٗحٚدا في المجاي 
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 ;e  ( ُلاحظ عوٟ المجاي 0;e ْأ   1f x )  ٗٓلرا

0 حٚح ٙ٘جد عدد حقٚقٛ  ٗحٚد   ٗ  0f   

4,6اهتخقق أْ  4,7 : 

: هدِٙا  4,6f  ٗ  4,7f  ٜأ  :   4,7 4,6 0f f  

كتابٞ ًعادهٞ هوٌٌاع-5 D ِٟهوٌِخ  fC ٞعِد اهِقط

 : 1ذات اهفاصوٞ 

      ': 1 1 1D y f x f    ًِٕ ٗ :  
1

: 2
2

D y x  

II. هدِٙا :   
1

2
2

g x f x x   :  

حطاب . 1 'g x ٗ  ''g x : 

 قابوٞ هلإغتقاق عوٟ المجاي gاهداهٞ  0; حٚح :

   ' ' 2g x f x  ٜأ    ' 2 1 ln 2g x x x    

اهداهٞ 
'g قابوٞ هلإغتقاق عوٟ المجاي  0; حٚح : 

   '' 1
2 1 ln 2g x x x

x

 
    

 
أٜ  '' 2lng x x  

دزاضٞ إتجاٖ تػير  -
'g : 

 '' 0g x  2ٙلاف١ٟln 0x  ٙلاف١ٟ

ln 0x  0ٙلاف١ٟ 1x  ٞإذْ اهداه 
'g ًتصاٙدٝ تماًا

عوٟ  0;1 

 '' 0g x  2ٙلاف١ٟln 0x  ٙلاف١ٟ

ln 0x  1ٙلاف١ٟx  ٞإذْ اهداه 
'g ًٟتِاقصٞ تماًا عو

 1; 

جدٗي تػيرات  -
'g: 

 

 

 

 

 

إغازٝ اهداهٞ  -
'g  عوٟ المجاي 0;: 

ًّ جدٗي اهتػيرات اهداهٞ 
'g ٛنجد ًّ أجى كى عدد حقٚق 

x : ' 0g x  

 :gتحدٙد إتجاٖ تػير اهداهٞ -2

-  1-هدِٙا ًّ اهطؤاي  ' 0g x  ٞاهداه ًِٕ ٗ g ًتِاقصٞ تماًا

عوٟ المجاي  0;   

 :gجدٗي تػيرات اهداهٞ -

 

 1 0g  

 

ًّ جدٗي تػيرات  اهداهٞ 

g نجد   :  0g x  أجى ًّ  0;1x  

     
  0g x  أجى ًّ  1;x  

اضتِتاج ٗضعٚٞ  fC باهِطبٞ إلى  D :   ٞٙع٘د إلى دزاض

إغازٝ اهفسق  
1

2
2

f x x ٝأٜ إغاز  g x  

 

 

 

 

 

إُػا١ -3 fC ٗ  D  :

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

III .1. حطاب nIٞبدلاه n ٞباضتعٌاي الملاًوٞ باهتجص٢ : 

: هدِٙا 

1

2

1

lnn

n

I x xdx    ، ُطع: 

 

 

' 2

ln

u x x

v x x




  ًِٕٗ: 

 

 

3

'

3

1

x
u x

v x
x





:اذْ  

11 13 3
2

11 1

1
ln ln

3 3
n

nn n

x x
I x xdx x dx

x

 
    

 
  

ًِٕٗ :

1 13
3

11

1
ln

3 9
n

nn

x
I x x

   
    

  
أٜ

3 3

1 1 1 1 1 1
ln

3 9 9
nI

n n n

   
        

   
  : بعد اهتبطٚط نجد 

 3

1 1 1
ln

3 3 9
nI n

n

 
   

 
 

 المطاحٞ nاضتِتاج بدلاهٞ -2 A n: 

بما أْ 
1

0 1x
n

   ٜ0 أ 1x  ْفإ 
1

2 0
2

f x x   

أٜ ًّ أجى - II–ًّ الجص١ - 2-حطب اهطؤاي 
1

1x
n
  ْفإ  :

 
1

2 0
2

f x x   ٛباهتاه ٗ
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1

1

1
2

2
n

A n f x x dx
  

    
  

 هدِٙا ٗ: 

   2

2 2 2 2

1 1 1
2 3 ln 1 2

2 2 2

3 1 3 1
ln 2 2 ln

2 2 2 2

f x x x x x

x x x x x x x x

 
       
 

       

 ًِٕٗ :  

 
1

2 2

1

1 1

2 2

1 1

3 1
2 ln

2 2

3 1
2 ln

2 2

n

n n

A n x x x x dx

x x dx x xdx

 
    

 

 
    

 



 

  ًِٕٗ 

 
1

3
2

12 2
n

n

x x
A n x I

 
    
 

:  بعد اهتبطٚط نجد 

 

 

3 2

3 2 3

1 1 1

2 2

1 1 1 1 1 1
ln

2 2 3 3 9

nA n I
n n n

n
n n n n

    

 
       

 

 ٗبعد اهتبطٚط 

: نجد

 
  2

3 2 3

ln11 1 1 1 1
4

18 2 3 9

n
A n cm

n n n n

  
         

  

  

حطاب  lim
n

A n


 : 

: هدِٙا 
 
3

ln
lim 0
n

n

n
 نجد ًِٕٗ  

1 4
lim 4

9 9n
A n


   

تطسب قٌٚٞ المطاحٞ بمسبع ٗحدٝ اهط٘ي أٜ  : ًلاحظٞ ٓاًٞ

2باهعدد  2 4  

 


