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I. gوhالمعرف�تانالعددي�تانلدال

 gCو hCتمثيل�ما�البيا�ي�الظا�ر����الش�ل�المقابل

اشارةن�بيانيا��عي� )1 g x

  0g x ع����0;

                                                                  

                                                           

 

II. لتكن�الدالة�العددية�fالمعرفة�ع��

;���المعلم�المتعامد� ;O i j
 

باحس )1 
0

lim
x

f x



ثم��

 
2

1 lnx x

x

  
     

 

 0:التفس��x 

 
2 2 2

1 ln 1 1 lnx x x

x x x x

   
            

   

لان�
2

ln
lim 0

x

x




،� �المنح��يحدتثم �وضعية د fCا����� بال�سبة

مقارب�مائل�لــ fCبجوار��  

                                                                          0               x  
                                                    -   f x y  

    

                        fCتحت     

الوضع�

 ال�س��

 .fالدالة��ش�ل�جدول��غ��ات

                                                     0               x  
 f x  

    

                                                         

 f x
 

 

 وسيط�حقيقي�

6 

معادلتھ��� 1yالذي x لــ�� �مائل مقارب fC�،

  lim lim 0
x x

x x
f x y

 
  اذن�   مقارب�مائل�لــfC

 f x yاذن�اشارة�الفرق�من�اشارة�� h xأي��:  

                                                                                              1                                                                          
                                                           +                                           0                                                    

    

                                                fCيقطع��                        

منxأنھ�من�اجل��ل�عدد�حقيقي� 0; :   
 
3

g x
f x

x
 ش�ل�جدول��غ��اتثم��

                                                                                                                                                                                  
                                                                                             +  

  

                                                                                                                                                                                    

Tللمنح����� fCعند�النقطة�� 1;0A. 

   : 1 1 1 3 3T y f x f x     

Tوالمنح��� fC. 

y :عائلات�المستقيمات�المعرفة�بـــــــ�ـ mx m حيث�mوسيط�حقيقي��

تحقق�ان�جميع�المستقيمات� mdتمر�بالنقطة��A. 

 

 

�المستقيم�ابي )2 �ان ن

 . 

لدينا�
2

1 ln
lim lim 0

x x

x 

 
  

ولدينا�
 
2

h x
f x y

x
 

                                                                                              
                                                           

  

        fC فوق                                                  

 

أنھ�من�اجل��ل�عدد�حقيقي�ن�ابي� )3

  :fجدول��غ��ات�

                                                                                                                             
                                                                                                    

  

                                                                                                                             
 

Tمعادلة�المماس�ةباكت )4

  : 1 1 1 3 3T y f x f x    

رسم���ل�من� )5 ،T

 

 

لتكن� )6 mdعائلات�المستقيمات�المعرفة�بـــــــ�ـ�

تحقق�ان�جميع�المستقيمات�ال  ) أ
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1.لدينا� 0y m m  جميع�المستقيمات�اذن�� mdتمر�بالنقطة��A.  

ح���يكون�للمعادلة�mن��قيم�الوسيط�ا��قيقي��عي�  ) ب f x mx m حلان�متمايزان. 

1القيم�المطلو�ة���� 3m   

III. 1 (ن�أن�اباستعمال�الت�امل�بالتجزئة�بي:
2

1

ln 2
1

e
x
dx

x e
  . 

 

 

 

  2

1
ln

11

u x xu x
x

v xv x xx

   
 

    

: اذن��
2 21

1 11

ln ln 1 ln 1 1 1 2
1 1

e ee
ex x e

dx
x x x e x e e e

   
                   

  

مساحة�ا�����المحدد�بالمنح����2cmاحسب�بـــــــ�)2 fCو�� 1والمستقيم�ن�الذين�معادل��ما��x و�x e.)يطلب�اعطاء�

  )القيمة�المظبوطة

   2 2 2 2 2 21 1 1 1

1 ln 1 ln 1 1 lne e e ex x x x x
s f x y dx dx dx dx

x x x x x x x

      
             

     
     

2

1

1 2 1 1 1
ln 1 1 . 1 2 1

e

s x u a i j cm
x e e e e

       
                       

 
  

  الموضوع�الثا�ي

  )نقاط5(التمر�ن��ول 
المعرفة�ع����المجال��f �عت���الدالة� 0;1بـ�:.    22f x x x           

المجال�م��ايدة�تماما�ع��� fن�ان�الدالة�ابي) أ )1 0;1  

معرفة�وقابلة�للاشتقاق�ع����fالدالة� 0;1ولدينا��:   2 2f x x  و�ما�ان�� 0;1x فان��  0f x أي�ان��  

f   المجال�م��ايدة�تماما�ع���� 0;1 

من�المجالxب�ن�انھ�من�اجل��ل�عددحقيقي�  ) ت 0;1فان��  f x  من�المجال 0;1    

       0 ; 1 0;1f x f f x      ) لان�   f   المجال�م��ايدة�تماما�ع���� 0;1 (و�التا���   0;1f x  

 لتكن -   )2 nu0ـمتتالية�عددية�معرفة�ب�

3

7
u ومن�اجل��ل�عدد�طبي�: ـ�n  ,  1n nu f u  .  

n :0ن�بال��اجع�أنھ�من�اجل��ل�عدد�طبي��ا���ال  ) أ 1nu . 

n : 0من�اجل��ل�عدد�طبي�� :"ال���ان�بال��اجع�ا��اصية� 1nu ."  

 0ا��اصية���يحة�من�اجل�n 0لان��

3
0 1

7
u   

 0نفرض�ان� 1nu من�اجل��n10عدد�طبي���كيفي�ونث�ت�ان�� 1nu   

0لدينا� 1nu اذن��     0 1nf f u f 10أي�� 1nu    

n : 0من�اجل��ل�عدد�طبي��اذن� 1nu . 

ان��ب�ن  ) ب nuمتقار�ة ا��ا�است�تج�م��ايدة��ثم��. 

لدينا� 2 2
1 2 1n n n n n n n n nu u u u u u u u u        0و�ما�ان�� 1nu فان�� 1 0n nu u   

1أي� 0n nu u  و�التا���� nuم��ايدة�  

و�ما�ان� nu1(ومحدودة�من��ع����م��ايدة�nu ع���� (ف���متقار�ة.  

�عت���المتتالية� )3 nvالمعرفة�من�اجل��ل�عدد�طبي��n1: بــ�n nv u . 

n �،2ن�انھ�من�اجل��ل�عدد�طبي��ابي  ) أ
1n nv v  

1nلدينا� nv u 1اذن�� 11n nv u  2أي��
1 1 2n n nv u u   أي�� 

2 2
1 1n n nv u v    
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n �،2بر�ن�بال��اجع�انھ�من�اجل��ل�عدد�طبي��  ) ب
0

n

nv v 

0 0

3 4
1 1

7 7
v u     

 : nمن�اجل��ل�عدد�طبي�� :"ال���ان�بال��اجع�ا��اصية�

2
4

7

n

nv
 
  
 

."  

 0ا��اصية���يحة�من�اجل�n لان��

02

0

4 4

7 7
v

 
   

 
 

 نفرض�ان�
2

4

7

n

nv
 
  
 

عدد�طبي���كيفي�ونث�ت�ان��nمن�اجل��

12

1

4

7

n

nv





 
  
 

 

2لدينا�
1n nv v اذن��

12
2 2 2 2

1

4 4 4

7 7 7

n n n

nv





      
               

  

 : nمن�اجل��ل�عدد�طبي��اذن�

2
4

7

n

nv
 
  
 

. 

limاحسب��ثم� nuعبارة��nج�بدلالةااست�ت  ) ت n
n

u


 

 1لدينا�n nv u 1اذن��n nu v و�التا����
2

4
1

7

n

nu
 

   
 

  

 
2

4
lim lim 1 1

7

n

n
n n

u
 

         

لان�( 
4

1 1
7

  أي��
2

4
lim 0

7

n

n

 
 

 
(  

:،���حيث�nبدلالةnpاحسب� )4     0 1 21 1 1 .... 1n np u u u u     

لدينا�     0 1 21 1 1 .... 1n np u u u u    0معناه�� 1 2....n np v v v v      

0اذن� 1 2ln ln ln ln .... lnn np v v v v       

ولدينا�
2

4 4
ln ln 2 ln

7 7

n

n
nv

   
    
   

أي�ان�المتتالية�� ln nv���2متتالية��ندسية�اساس�ا��  

 :و�التا���

1

0

1 2
ln ln .

1 2

n

np v
 

  
 

أي�� 14
ln ln . 2 1

7
n

np
 أي��

12 1
4

7

n

np

 
 
  
 

 

   )نقاط4:(التمر�ن�الثا�ي

المستوي�الم�سوب�ا���المعلم�المتعامد�المتجا�س� ; ;O u v
 

;النقط�� ; ;D C B A لواحق�ا�ع���ال��ت�ب�ال���: 

1Az i �،        1 3Bz i  ،             .                         3Cz i  �����������،1 5Dz i    

1( hو�حول�2التحا�ي�الذي��س�تھ�Aا���Cع�ن�،z لاحقة�النقطة�مركز�التحا�ي�h. 

hو�حول�2التحا�ي�الذي��س�تھ�Aا���C اذن   2 3 2 1 5 2C A C Ab z z i i i z z b              

:  و�التا��
5

5
1 1 2

b i
z i

a


 
   
 

  

مر���ا��ملة�Eلتكن� )2      ;1 ; ; 1 ; ;1A B Cو�Iمنتصف�القطعة� BC. 

 .ع���ال��ت�ب�Iو�Eلاحق���النقطت�ن��IzوEzع�ن�  ) أ

1
1

A B C
E

z z z
z i

 
   �،2 2

2
B C

I

z z
z i


     

:من�المستوي�ال���تحقق�Mن�مجموعة�النقط��عي�  ) ب
1

2
MA MB MC MB MC   
    
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لدينا�
1

2
MA MB MC MB MC   
    

معناه��
1
2

2
ME MI
 

MEأي�� MIاذن��ذه�المجموعة�����

المستقيم�محور�القطعة� EI 

Iاكتب�العدد�المركب�)أ )3 A

E D

z z

z z




 .ع���الش�ل�������

1

2
I A

E D

z z
i

z z


 


 

  Aا��� Dو�حول � Iا��Eالذي�يحول �Sج��سبة�وزاو�ة�ال�شابھ�المباشرااست�ت)ب             

ال�سبة����
1 1

2 2
i والزاو�ة�����

1
arg

2 2
i

 
   
 

  

4( Kنقطة�من�المستوي�تحقق� : 62
i

K D I Az z e z z


   .  

  .يطلب��عي�ن�زاو�ة�لھ� Dبدوران�مركزه���Eصورة�النقطة��Kت�ان�ااثب

لدينا� 62
i

K D I Az z e z z


   و��
1

2
I A

E D

z z
i

z z


 


اذن��

     
2

6 6 32
1

2 .
2

i i ii

K D E D E D E Dz z e i z z e e z z e z z
  

         

وزاو�تھ��D بدوران�مركزه���Eصورة�النقطة��K ومنھ��ست�تج�ان�
2

3


  

ع�ن�- أ)5                    مجموعة�النقط�Mمن�المستوي�ذات�اللاحقةzبحيث��:
4

1 5
1 5

z i
z i

  
 

   

لدينا�����������
4

1 5
1 5

z i
z i

  
 

معناه��   4D Dz z z z  أي��
2
4Dz z 2أي��Dz z 2أي��DM   

و�التا������������� دائرة�مركز�ا�����D2ونصف�قطر�ا��  

ع�ن�-ب                       صورة� بال�شابھ�المباشر�Sوع�ن�عناصر�ا�المم��ة .  

                 الدائرة�ال���مركز�ا���� S Dأي�مركز�ا��Aونصف�قطر�ا��
1

2 1
2
   

  )نقاط4:(التمر�ن�الثالث

الفضاء منسوب الى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ; ;O i j k
  

  

 1و 2 مستقیمان من الفضاء معرفان بتمثیلیھما الوسیطیین التالیین:  

   1

3 2

: 2 2

1

x t

y t t

z t

 


    
  

 و   2

1

: 1

4 2

x

y t t

z t




     
  

  

تقاطع المستقیمین  Bین احداثیات النقطة یعت) أ)1         1و 2  

نقوم بحل الجملة 

3 2 1

2 2 1

1 4 2

t

t t

t t

 


    
   

فنجد ان  
1

1

t

t

 

  

ان  أي  1,0, 2B  

  
ین تمثیلا وسیطیا للمستوي یعت  ) ت P المعین  بالمستقیمین 1و 2 

   

1 2

: 2 ,

2 2

x t

P y t t t t

z t t

 


    
   

  
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ت ان النقطة ااثب)أ)2         6;4;4A  لاتنتمي الى المستوي P  

لنقم بحل الجملة           

 

 

 

6 1 2 .... 1

4 2 .... 2

4 2 2 .... 3

t

t t

t t

 


  
   

نجد من    1  و 2  ان
5
; 9
2

t t     وبتعویض القیمتین في 3  

نجد ان ھناك تناقض وبالتالي           6;4;4A  لاتنتمي الى المستوي P  

على المستوي  Aھي المسقط العمودي للنقطة  Bن ان النقطة یبیت)ب         P  

المستوي نقطة من  Bنعلم ان           P  اذن بقي اثبات ان الشعاعAB


uیعامد كل من  


uو   


اشعة توجیھ لـ  P  

        5, 4, 2AB   


و   2, 2, 1u  


 ، 0, 1,2u 


.وبالتالي   0, . 0AB u AB u  
   

على  Aھي المسقط العمودي للنقطة  Bاذن  

المستوي  P  

ین معادلة دیكارتیھ للمستوي یعت)أ)3          Q  الذي یشمل النقطةA و 5;1; 7n 


  .شعاع ناظمي لھ 

              :5 7 0Q x y z d     وبما 6;4;4A  من Q  34فان 28 0d   6 أيd      

:وبالتالي 
 
  :5 7 6 0Q x y z   معادلة دیكارتیة لـ Q  

نقطتي تقاطع  Dو Cین احداثیات یعت)ب          Q  مع كل من 1  و 2  على الترتیب.  

   5 3 2 2 2 7 1 6 0t t t        15اذن 0t  0 أيt   وباتالي 3, 2,1C   

         5 1 1 7 4 2 6 0t t        15اذن 30 0t    2 أيt     اذن 1,1,0D  

  ABCD،ثم احسب حجم رباعي الوجوه BCDین طبیعة المثلث یعت)أ)4          

لدینا                 2, 2, 1 , 0,1, 2 , 2,3, 1BC BD CD    
  

.اذن    0 2 2 0BC BD    
 

  Bمثلث قائم في  BCDوبالتالي  

  :ABCDحجم رباعي الوجوه          

              
1 1 1 . 15

, , .
3 3 3 2 2

ABCD BCD BCD

BC BD
V S d A BCD S d A P AB u v        

  :ACDج مساحة المثلث ااستنت)ب             

لدینا              1 1
, ,

3 3
ABCD ACD ACDV S d B ACD S d B Q     اذن

  
3

,
ABCD

ACD

V
S

d B Q
  وبالتالي:    

15
3
2
3

5

ACDS


 أي  
15

5 .
2

ACDS u a  

  )نقاط7: (التمر�ن�الرا�ع              
I. gالدالة�العددية�المعرفة�ع��بــ�:    22 2 xg x x e     

 .�gغ��ات�الدالة��دراسة )1

ولدينا��معرفة�وقابلة�للاشتقاق�ع����gالدالة�    23 xg x x e    اذن�اشارة�� g x3من�اشارة�� x  

 : و�التا���لدينا

                                                                  3       x  
                                                           -                                                  0                                            +   g x  

م��ايدة�ع�����gاذن� ,3ومتناقصة�عل� 3,  

ن�ان�المعادلةابي )2  0g x تقبل�حلا�وحيدا���1.14:حيث 1.15 . 
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g�� �المجال �ع�� �وم��ايدة مستمرة 1.14;1.15و�   1.14 1.15 0g g � حيث�

   1.14 0.03; 1.15 0.01g g �� �المتوسطة �القيم �م���نة �حسب المعادلة اذن  0g x ��� �وحيدا �حلا تقبل

1.14:حيث 1.15  

است�تج�اشارة )3 g xحسب�قيم��x. 

  
                                                                  x  

 x                                                                                                           +0                                                    -   g x  

 

II. العددية�� �الدالة �ع���fلتكن : بــالمعرفة    22 1 1 xf x x x e     ، fCالمعلم�� ��� � �للدالة �البيا�ي التمثيل

المتجا�س�المتعامد� ; ;O i j
 

2حيث�� ; 2i cm j cm 
 

 

 باحس )1 lim
x

f x


    و      lim
x

f x


      

                          
2

2 2lim lim 2 1 1 lim 2 1x x

xx x x

xe
f x x x e x e

e
   

  

 
          

 
  

    
2

2 21
lim lim 2 1 1 lim 2x x

xx x x

e
f x x x e x e

x xe
   

  

 
          

 
  

limلان� 0; lim 0; lim ; lim 0x x x

xx x x x

x
e e xe

e   
     

x:  ن�أنھ�من�اجل��ل�عدد�حقيقي�ابي-ج                                 f x g x الدالة��ش�ل�جدول��غ��اتثم��f                               

                                                                                                                                                                                       x  
                                                                                        +              0                                                    -   f x  

    
                                                                                                      f   

 f x
 

  

ن�أنابي-د 
2

2 1
2

f  


  


ثم�است�تج�حصرا�للعدد�� f .  

     

 

   

   

2
2

22

2 1 1 ... 1 2 1 1
2

2 2 0... 2
2

f e f e

g ee






     

 


 
 

  

          
 

     
و�تعو�ض� 2  في  1نجد��:  

 
   2 1 2 1 2

2 1 2 1 2 2 1
2 2 2

f
 

   
  

 
         

  
  

است�تاج�حصر f :  

1.14: لدينا 1.15 اذن�� 3.28 2 1 3.30... *  و��
2 2 2

0.86 1 0.85  
 أي�� 

2
2.36 2.32... **

1
 


 و�ا��مع��

ب�ن� *و� **طرفا�لطرف�نجد�� 0.92 0.98f    

ت�ان�المنح��ااثب- أ               )2 fCمائلا�� يقبل�مستقيما�مقار�ا� 2:معادلتھ� 1y x  

       
2

2 2lim 2 1 lim 1 lim 0x x

xx x x

xe
f x x x e e

e
   

  

 
        

 
�لــ�� �مائل �مقارب �مستقيم اذن

 fCبجوار�� 

الوضع�ال�س���للمح���ةسادر -ب                              fCبال�سبة�ا���  .  

                                                                                              1                                                                                         x  
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                                                           -                                            0                                                    +   f x y  

      

        fCتحت��                                                 fCيقطع�                          fCفوق��   

الوضع�

 ال�س��

  

ن�ان�المنح���ابي-ج�������������� fCيقبل�مماسا�� Tيوازي�� يطلب�اعطاء�معادلة�دي�ارتية�لھ��.  

�المعادلة� �بحل نقوم  2f x أي��  2g x أي��  22 2 2xx e    2اذن��x و�التا���� fCمماسا��� يقبل T�

يوازي� و�التا���معادلة��2عند�النقطة�ذات�الفاصلة�� Tمن�الش�ل��:      : 2 2 2T y x f  أي�  

  : 2 2T y x  

احسب�-ب                              0f، 2fرسمثم�� �، Tو� fC.  

                          20 1 6.4f e  ��، 2 2f   

المعادلةح���تقبل�mبيانا�قيم�الوسيط�ا��قيقي���ن�يع� )3 E ذات�المج�ول�ا��قيقي�xحل�ن�متمايز�ن��التالية : 

�   لدينا    2: 2 1 1 0xE m x e     �� معناه  21 1 2xx e m     أي��

  21 1 2 2 2xx e x m x       و�التا����  2 2f x m x  اذن�حلول�المعادلة�����فواصل�نقط�تقاطع��  

 fC2مع�المستقيم�ذو�المعادلة�� 2y m x    

اذن�المعادلة� Eتقبل�حل�ن�متمايز�ن�من�اجل��
1

1 2 2 1
2

m m        

III. ع�ن�باستعمال�الت�امل�بالتجزئة�الدالة��صلية)أHللدالة��  2: 1 xh x x e  ع���0وال���تنعدم�عند�. 

      2

0 0
1

x x
tH x h t dt t e dt      

 

 

 

 2 2

1 1

t t

u t u t t

v t e v t e   

     
 

    
�� اذن   2 2

0 0
1

xxt tH x e t e          أي��

     2 2 2 2 2 2

0 0

21 1
xxt t x x xH e t e ex xex e e e                        

1عددا�حقيقيا�حيثليكن�)ب                            ��، A ا������المستوي�المحدد�بالمنح��مساحة� fCوالمستقيم��  

                         1 :والمستقيمات�ال���معادلا��ا��;x x   

 ب�المساحةاحس A بدلالة��ب�اثم�حس lim A





 

               2 2

1

2

1

22 1 1 1 . 4xA x f x dx x e dx H H u ae e e e cm



                  

 

    2 2lim lim 4 4 . *2A cm cme ee
 


 

    
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