
∞
∞

ƫŵʠ ŵſƗ ŲȭƤź ƦƅǞ ŲƭƤŻƂ

فقط حدود كثيرات ٺتضمن f (x)

: التالية القاعدة تطبيق
درجة. الأكبر الحد نهاية نفس له الحدود كثير : Ųƭ ŵžŻư űɩƶ̓Ƥź ƅ űǥƖ

lim
x→±∞

anxn + . . . + a1x + a0 = lim
x→±∞

anxn

√ جذراً ٺتضمن f (x)

: التحليل يقة طر نستعمل
. مشترك كعامل درجة الأكبر الحد وضع

√
ax2 + bx + c = |x|

√
a +

b
x
+

c
x2√

αx + β = |x|
√

α

x
+

β

x2

+∞ − ∞ ƫŵʠ ŵſƗ ŲȭƤź ƦƅǞ ŲƭƤŻƂ

√ جذراً ٺتضمن f (x)

f (x) =
√

ax2 + bx + c + αx + β
f (x) =

√
ax2 + bx + c −

√
αx2 + βx + γ

f (x) =
√

ax + b + αx + β

√
a ̸= |α|

√
a = |α|

a ̸= αa = α

المرافــــق طريقـــة نستعمـــــل

مشتــــرك كـعامـــــل x نضـــــع

0
0

ƫŵʠ ŵſƗ ŲȭƤź ƦƅǞ ŲƭƤŻƂ

cos x و sin x ٺتضمن f (x)

النهايات إحدى :نظهر التالية الشهيرة
lim
x→0

sin x
x

= 1

lim
x→0

1 − cos x
x

= 0

(αx + β) الشكل من المقام

: المشتق العدد يقة طر نستعمل
g(x)− g(a)

x − a
: العبارة إظهار ¶

........
αx + β

=
1
α
× g(x)− g(a)

x − a

lim
x→a

g(x)− g(a)
x − a

= g′(a) ·

√ جذراً ٺتضمن f (x)

: المرافق يقة طر نستعمل
f (x)× المرافقالمرافق : نضرب ¶

(x − a) : على نخـتزل ثم ·

حدود كثيرات ٺتضمن f (x)

: الإختزال يقة طر نستعمل
والمقام. البسط نحللّ ¶

(x − a) على نخـتزل ثم ·

f (x) = ����(x − a)(· · · · · · )
����(x − a)(· · · · · · )

1



ŲżŻ Ųƛ ŵɅ ŴſƓ Ųȉ 1
01ƢŻ ųſƨ

: تكافئ lim
x→−∞

−x
√

2 − 3/x
x(1 + 2/x)

: تكافئ (∞
∞

)
lim

x→−∞

√
2x2 − 3
x + 2

lim
x→−∞

−x
√

2
x

= −
√

2

02ƢŻ ųſƨ
ومنه (

√
α = |a|) الشكل من f (x) =

√
4x2 − 3 + 2x − 2
تكافئ lim

x→−∞
f (x)

lim
x→−∞

(√
4x2 − 3 + (2x − 2)

) (√
4x2 − 3 − (2x − 2)

)
(√

4x2 − 3 − (2x − 2)
)

تكافئ lim
x→−∞

8x + 1(√
4x2 − 3 − (2x − 2)

) ومنه
lim

x→−∞

8x
−4x

= −2 تكافئ lim
x→−∞

8x + 1

−2x
(√

1 + 1
)

03ƢŻ ųſƨ
ومنه (√

α ̸= |a|
) الشكل من f (x) =

√
4x2 − 3 + x − 2

تكافئ lim
x→−∞

√
4x2 − 3 + x − 2 تكافئ lim

x→−∞
f (x)

lim
x→−∞

−x
√

4 − 3
x2 + x − 2

lim
x→−∞

−3x = +∞ تكافئ lim
x→−∞

−x

[√
4 − 3

x2 + 1 − 2
x

]
تكافئ

04ƢŻ ųſƨ
ومنه (+∞ − ∞ , a = α) f (x) =

√
4x2 − 3 −

√
4x2 − تكافئ2 lim

x→+∞
f (x)

lim
x→+∞

(√
4x2 − 3 −

√
4x2 − 2

) (√
4x2 − 3 +

√
4x2 − 2

)
(√

4x2 − 3 +
√

4x2 − 2
)

lim
x→+∞

−1
2x

= 0 تكافئ lim
x→+∞

−1(√
4x2 − 3 +

√
4x2 − 2

) تكافئ

05ƢŻ ųſƨ
(+∞ − ∞ , a ̸= α) f (x) =

√
4x2 − 3 −

√
9x2 − 2

تكافئ lim
x→−∞

√
4x2 − 3 −

√
9x2 − 2 تكافئ lim

x→−∞
f (x) ومنه

lim
x→−∞

−x[2 − 3] تكافئ lim
x→−∞

−x
√

4 − 3/x2 − x
√

9 − 2/x2

lim
x→−∞

x = −∞ ومنه

06ƢŻ ųſƨ
f (x) =

√
2x − 3 − 3x + 2

lim
x→+∞

√
2x − 3 − 3x + 2 تكافئ lim

x→+∞
f (x)

lim
x→+∞

x[
√

2 − 3] تكافئ lim
x→+∞

x
√

2 − 3
x2 − 3x + 2 تكافئ

lim
x→+∞

f (x) = −∞ ومنه

07ƢŻ ųſƨ

(0/0) ، lim
x >→1

f (x) ومنه f (x) =
√

x + 3 − 2
x − 1

lim
x >→1

(√
x + 3 − 2

) (√
x + 3 + 2

)
(x − 1)

(√
x + 3 + 2

) تكافئ lim
x >→1

√
x + 3 − 2
x − 1

تكافئ
lim
x >→1

1(√
x + 3 + 2

) تكافئ lim
x >→1

(x − 1)
(x − 1)

(√
x + 3 + 2

) ومنه
lim
x >→1

f (x) =
1
4
ومنه

08ƢŻ ųſƨ

lim
x >→1

����(x − 1)(x + 1)
����(x − 1)

تكافئ lim
x >→1

f (x) ومنه f (x) =
x2 − 1
x − 1

lim
x >→1

f (x) = 2 ومنه lim
x >→1

(x + 1) تكافئ

09ƢŻ ųſƨ

f (x) =
√

x + 3 − 2
x − 1

تكافئ lim
x >→1

√
x + 3 − 2
x − 1

تكون أن يجب lim
x >→1

f (x) لحساب
lim

x→x0
f (x) = g′(x0) = lim

x→x0

g(x)− g(x0)

x − x0

g′(x) =
1

2
√

x + 3
ومنه g(1) = 2 نجد g(x) =

√
x + 3 بوضع ومنه

lim
x >→1

f (x) =
1
4
ومنه g′(1) =

1
4
ومنه
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Ųƭ ŵſ űʟŻ ŵſ ŴſƤź
Ųƭ ųƋ
ŲƚŻ űſƩəź

الشكل من المعادلة
f (x) = f (m)

أفقية تكون المناقشة

الشكل من المعادلة
k حيث f (x) = kx + mحقيقي وسيط m و ثابت

ية مواز مائلة تكون المناقشة
y = kx المعادلة ذو للمستقيم

الشكل من المعادلة
k حيث f (x) = mx + kحقيقي وسيط m و ثابت

دورانية تكون المناقشة
A(0; k) النقطة حول

الشكل من المعادلة
f (x) = m

أفقية تكون الفواصلالمناقشة لمحور ية مواز

: Ųƭ ŵſ ŴƂƱ űƇǹź ŲƭƤźƅǡź
. التراتيب محور إلى بالنسبة متناظر البياني وتمثيلها زوجية f الدالة أن نقول f (x) = f (−x) كانت إذا

: Ųƭ ŵžƄƇ
űȃɁź ŲƭƤźƅǡź

المعلم. لمركز بالنسبة متناظر البياني وتمثيلها فردية f الدالة أن نقول f (−x) = − f (x) كانت إذا
: Ųƭ ŵžƆƱƅǡź

ŲƭƤźƅǡź
. p طوله مجال كل عند نفسه يعيد البياني وتمثيلها ية دور f الدالة أن نقول f (x + p) = f (x) كانت إذا

: Ƈ űǵŻ űſ ŲſƤź űƇǸƇǺ
. A(α; β) النقطة هو تناظر مركز يقبل f للدالة البياني التمثيل أن نقول f (2α − x) + f (x) = 2β كانت إذا

: Ƈ űǵŻ űſ ŲſƤź ƆƲƃǊ

. x = α المعادلة ذو المستقيم هو تناظر محور يقبل f للدالة البياني التمثيل أن نقول f (2α − x) = f (x) كانت إذا
: ƣƎźƲ

űƛɁź ƆƲƃǊ ƕȪ ƕȥŻ Ųƛ ŲɅƤź

معدومة. ترتيباتها أن العلم مع النقط هذه فواصل ونجد f (x) = 0 المعادلة نحل الفواصل محور مع (C f ) تقاطع نقط لتعيين
: ŴŽ ŵʞ

ŲʟźƇ ŲǽƤź ƆƲƃǊ ƕȪ ƕȥŻ Ųƛ ŲɅƤź

معدومة. فواصلها أن العلم مع النقط هذه ترتيبات ونجد f (0) نحسب التراتيب محور مع (C f ) تقاطع نقط لتعيين
: Ƈ

űǲ ٓ
ź ƫƨ ŵʜ

űʁŻ ŵſ Ŵʟ ƣ ŵſ
ųſƩ
Ųɑ ŴƀŻ Ųſ űʝ ŲſƊź

الفواصل. محور فوق (C f ) يكون لما (C f ) على منطبق (Ch) فإن h(x) = | f (x)| كانت إذا ¶

الفواصل. محور تحت (C f ) يكون لما الفواصل لمحور بالنسبة (C f ) نظير (Ch) و
. x > 0 يكون لما (C f ) على منطبق (Ch) فإن h(x) = f (|x|) كانت إذا ·

. x < 0 يكون لما التراتيب لمحور بالنسبة (C f ) نظير (Ch) و
الفواصل. لمحور بالنسبة (C f ) نظير (Ch) فإن h(x) = − f (x) كانت إذا ¸

التراتيب. لمحور بالنسبة (C f ) نظير (Ch) فإن h(x) = f (−x) كانت إذا ¹

. v⃗(−a
b ) شعاعه الذي بالإنسحاب (C f ) صورة هو (Ch) فإن h(x) = f (x + a) + b كانت إذا º

المعلم. لمركز بالنسبة (C f ) نظير هو (Ch) فإن h(x) = − f (−x) كانت إذا »
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Ųƭ ŵſƊ
ٔ
Ƶ̓ź ŲƭƤźƅǡź ŵʜ

űʇ ƫŵʠ ŵſƗ ŲȭƤź ƦƅǞ ŲżƵ̓ŻƂ ŲƭƤź űƆźٕ

(0)(∞) 0حالة
0
∞حالة

∞
∞+حالة − ∞ حالة

الأقواس) (فك ننشر لإزالتها
: المبرهنة من ونستفيد

lim
x→−∞

xnex =

{
0+ : زوجي n
0− : فردي n

f الدالة شكل نغير
: المبرهنة من ونستفيد

lim
x→0

ex − 1
x

= 1

كان إذا الـكسر واحدنفرق حد المقام
مشترك عامل نخرج
البسط من مناسب

المقام كان إذا والمقام
حد من أكثر

مناسب مشترك عامل إخراج
عادة:

x → +∞ عندما ex

... أو e3x أو e2x ويمكن
x → −∞ عندما e−x

... أو e−2x :ويمكن المبرهنات من ونستفيد
, lim

x→+∞

ex

x
= +∞

lim
x→+∞

x
ex = 0

lim
x→−∞

xnex = 0 : n > 0

: توضيحي مثال
lim

x→−∞
(x − 1)ex : النهاية حساب
الشكل من التعيين عدم حالة

(−∞)(0)

f (x) = (x − 1)ex

= xex − ex

lim
x→−∞

f (x) = 0 − 0 = 0

lim
x→−∞

xex = 0 : أن حيث

: توضيحي مثال

lim
x→0

e2x − 1
3x

: النهاية حساب
0
0
الشكل من التعيين عدم حالة

f (x) =
e2x − 1

3x

=
1
3
· e2x − 1

x

البسط نضرب ثم 3 و x بين نبعد
(2) بالعدد والمقام

f (x) =
2
3
· e2x − 1

2x
lim
x→0

f (x) =
2
3
(1) =

2
3

lim
x→0

ex − 1
x

= 1 : أن حيث

: المبرهنات من ونستفيد
lim

x→+∞

ex

x
= +∞ , lim

x→+∞

x
ex = 0

lim
x→+∞

ex − 1
x

: النهاية حساب :1 توضيحي مثال

. ∞
∞
الشكل من التعيين عدم حالة

f (x) =
ex − 1

x
=

ex

x
− 1

x
lim
x→0

f (x) = +∞ − 0 = +∞

lim
x→+∞

ex

x
= +∞ : أن حيث

lim
x→+∞

x − 1
ex − 1

: النهاية حساب :2 توضيحي مثال

. ∞
∞
الشكل من التعيين عدم حالة

من مشترك كعامل x نخرج ، f (x) =
x − 1
ex − 1: ومنه ، المقام من ex و ، البسط

f (x) =
x
(

1 − 1
x

)
ex

(
1 − 1

ex

)
=

x
ex

[
1 − 1

x

1 − 1
ex

]

lim
x→+∞

f (x) = 0
[

1 − 0
1 − 0

]
= 0

lim
x→+∞

x
ex = 0 : أن حيث

: توضيحي مثال
lim

x→−∞
e−x + x : النهاية حساب

. +∞−∞ الشكل من التعيين عدم حالة
f (x) = e−x + x

= e−x
[
1 +

x
e−x

]
(x → −∞ لأن e−x (أخرجنا
= e−x [1 + xex]

lim
x→−∞

f (x) = +∞[1 + 0] = +∞

lim
x→−∞

xex = 0 : أن حيث
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ŲżŻ Ųƛ ŵɅ ŴſƓ Ųȉ 2
1 ƢŻ ųſƨ

lim
x→−∞

(x2 + 1)ex النهاية حساب
(+∞)(0) الشكل من التعيين عدم حالة

f (x) = (x2 + 1)ex

= x2ex + ex

lim
x→−∞

x2ex = 0 أن حيث lim
x→−∞

f (x) = 0 + 0 = 0

2 ƢŻ ųſƨ

(0/0) : الشكل من التعيين عدم حالة , lim
x→−1

ex+2 − e
x2 − 1

: النهاية حساب
f (x) =

ex+2 − e
x2 − 1

f (x) =
e(ex+1 − 1)

x2 − 1
مشترك كعامل e نخرج لذلك الواحد إظهار يجب ¶

: أي المقام في (x + 1) إظهار يجب ·

f (x) =
e(ex+1 − 1)

(x + 1)(x − 1)

=
e

x − 1

[
ex+1 − 1

x + 1

]

lim
x→−1

f (x) =
e
−2

(1) =
e
−2

(θ = x + 1, θ → 0 ⇔ x → −1) ,lim
θ→0

eθ − 1
θ

= 1 أن حيث

3 ƢŻ ųſƨ

.(0/0) الشكل من التعيين عدم حالة , lim
x→0

e2x − 1
e5x − 1

: النهاية حساب

f (x) =
e2x − 1
e5x − 1

=

e2x − 1
x

e5x − 1
x

=

2
(

e2x − 1
2x

)
5
(

e5x − 1
5x

)

lim
θ→0

eθ − 1
θ

= 1 أن حيث lim
x→0

f (x) =
2(1)
5(1)

=
2
5

4 ƢŻ ųſƨ

.(0/0) الشكل من التعيين عدم حالة , lim
x→0

ex − e4x

5x
: النهاية حساب

f (x) =
ex − e4x

5x
=

ex(1 − e3x)

5x

=
−ex(e3x − 1)

5x
=

−3ex

5

(
e3x − 1

3x

)

lim
θ→0

eθ − 1
θ

= 1 أن حيث lim
x→0

f (x) = −3
5
(1) = −3

5

5 ƢŻ ųſƨ

الشكل من التعيين عدم حالة , lim
x→+∞

e2x − ex + 1 : النهاية حساب
.+∞ − ∞

f (x) = e2x − ex + 1
= ex(ex − 1) + 1

lim
x→+∞

f (x) = +∞(+∞) + 1 = +∞

6 ƢŻ ųſƨ

الشكل من التعيين عدم حالة , lim
x→+∞

e5x − e3x + x3 : النهاية حساب
.+∞ − ∞

f (x) = e5x − e3x + x3

= e3x(e2x − 1) + x3

lim
x→+∞

f (x) = +∞(+∞ − 1) + ∞ = +∞

7 ƢŻ ųſƨ

.∞
∞
الشكل من التعيين عدم حالة , lim

x→−∞

ex − e−x

ex + e−x : النهاية حساب

f (x) =
ex − e−x

ex + e−x

=
e−x

[
ex

e−x − 1
]

e−x
[ ex

e−x + 1
]

=
e2x − 1
e2x + 1

lim
x→−∞

f (x) =
0 − 1
0 + 1

= −1
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