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 (نقاط  04)  :التمرين الأول
يسحب مترشح عشوائيا بالتتالي وبدون إرجاع بطاقتين من  ،لتحديد سؤالي اختبار شفوي خاص بمسابقة توظيف 

،  بطاقات تتعلق بمادة الرياضيات وبطاقتان تتعلقان بمادة اللغة الفرنسية   8 ، بطاقات 01صندوق يحتوي على 

 .لايمكن التمييز بين البطاقات باللمس 

Aالحادثتيننعتبر ( 0
 

Bو
 

A                    :حيث 
 

  "سحب بطاقتين تتعلقان بمادة اللغة الفرنسية : " هي الحادثة  

B
 

 " سحب بطاقتين تتعلقان بمادتين مختلفتين :  " هي الحادثة 

حسب  ا - P A
 

و P B 

 المتغير العشوائي الذي يربط كل سحبة بعدد البطاقات المسحوبة المتعلقة بمادة اللغة الفرنسية  Xليكن (2

 Xعين القيم الممكنة للمتغير العشوائي (    أ

  Xحتمال المتغير العشوائياعين قانون  ( ب

     Xنحراف المعياري للمتغير العشوائيحسب الأمل الرياضي والاا (جـ

 (نقاط  04: ) التمرين الثاني
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و  المستقيـم ذو المعادلـةy = x   فـي المستـوي المنسـوب إلـى المعلـم المتعامـد والمتجـانس i jO, , 
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ليةتاالمت تجـاه تغيراثـم استنتج              nu  متقاربـةو أنها.  
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 (نقاط  05: ) التمرين الثالث
حيث  1zعيـن الجذران التربيعيان للعدد المركب (أ (  1

1
3 + 4z i  

z  :المعادلـة ذات المجهول المركبةحـل فـي مجمـوعـة الأعـداد المركبـة  (ب  2 2
+1 - 3- 4 = 0z z i 

المستـوي المركب المنسـوب إلـى معلـم متعامـد ومتجـانسفـي ( 2  O,u ,v  , نعتبـر النقـطA    ,B  ,C  ,D وE  

=التـي لواحقهـا علـى الترتيب   2 +
A

z i      ,= 2-Bz i    ,=
C

z i
 
  ,= -

D
z i

 
=و    -3Ez i  علـى الترتيب 
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C A

B A

z - z

z - z
 . على الشكل الأسي 

  ABCاستنتج طبيعة المثلث  (ب

الذي يحقق  Sعيـن العبارة المركبة للتشابة المباشر (أ  (3  S C = C  و  =S A Bمحددا نسبته وزاويته 

عين صورة القطعة المستقيمة (ب AB بالتشابهS
 

Sبالتشابه BCEاستنتج مساحة المثلث  (ـج
 

عيـن   (أ (4    مجموعة النقطM  ذات اللاحقةمن المستويz  حيث1+ 2
iθ

iz ie  لما  يمسح المجموعة
 

تنتمي إلى المجموعة  Eبين أن النقطة   (ب  

(نقاط  00: ) الرابعالتمرين 
 

 I gلتكن الدالة العددية  
 

:  بالشكل   المعرفة على  1 xg x x e   

gادرس تغيرات الدالة   (0   
 

)برهن أن المعادلة    (2    ) 0g x   حلا وحيداتقبل في .   تحقق أن  من المجال 1.3; 1.2 . 

)إشارة  xحدد تبعا لقيم   (3   )g x استنتج إشارة، ثم  ( )g x.  

 II  نعتبر الدالة العدديةf  كمايلي  المعرفة على:
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 . المنحنى البياني لها  

أكتب   (أ (0    f x  بدلالة( )g x الدالة    ثم ادرس  تغيراتf. 

برهن أن  (ب      
( ) 1f   

.  . 

)برهن أن المنحنى  (جـ      ) يقبل مستقيما مقاربا( ) معادلته :y x  . 

)اكتب معادلة للمماس  (د       ) للمنحنى( ) عند النقطةO  ادرس وضعية ، ثم مبدأ المعلم( )  للمماسبالنسبة( ). 

)ارسم في معلم متعامد ومتجانس  (هـ      , , )o i j  المنحنى( ) و( ) ( 2تؤخذcm كوحدة.) 

2)  H  نقطة فاصلتهاx ( 0حيثx   )وترتيبها معدوم ،المستقيم الموازي للمحور( )yy  والمار منH  يقطع( ) في

)ويقطع المقارب  Mالنقطة  )  في النقطةN  نضع ،( )x MN    . 

)بين أن    (أ )
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يكون أكبر ما يمكن عندما  MNواستنتج أن            x    . 

)برهن  أن     (جـ ) 1f  . 

)برهن أن المماس للمنحنى  (د )  عند النقطةA  ذات الفاصلة( ) يوازي المستقيم( ). اكتب معادلته ثم ارسمه  

 .في نفس المعلم السابق  

0:    عدد وإشارة  حلول المعادلة  التاليةmناقش بيانيا وحسب قيم الوسيط الحقيقي (  3  xme m x  . 

)   :لدينا   1x حيث xبرهن أنه من أجل كل عدد حقيقي   (أ (4 )
1

x

x

e
f x x

e
 


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)استنتج باستعمال المتباينة السابقة حصرا لمساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنى  (ب  )  والمستقيمات التي معادلاتها: 

0y  ،1x  و  x   .                        
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  :01التمرين تصحيح

حساب  )1 P A و P B  
     عدد عناصر مجموعة الإمكانيات هو 
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 :Xتعيين القيم الممكنة للمتغير العشوائي  )أ )2

ة اللغة الفرنسية أو سحب يمكن سحب بطاقتان ٺتعلقان بماد
ياضيات أو  سحب بطاقة ٺتعلق باللغة بطاقتان ٺتعلقان بمادة الر

ياضيات أوسحب بطاقة ٺتعلقواخالفرنسية ياضيات  رى بالر بالر
ومنـه  وأخرى ٺتعلق بالفرنسية   0,1, 2X  

  Xتعيين قانون إحتمال المتغير العشوائي  ) ب
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  :Xومنه قانون احتمال المتغير العشوائي

  
  

ياضي والإنحراف المعياري )جـ   : حساب الأمل الر
      

3

=1

28 16 1= 0× +1× + 2× =
45 4

8
45

1
455i i

i
E X x P   

   
3

2

2

( )

18
45

64
225

i i
i i

E X


    

 
 
 

V X x P2

2 2 228 16 1= 0 × +1 × + 2 × - =
45 45 45

         

  :هو  Xومنه الإنحراف المعياري للمتغير العشوائي
     0,53 X V X  

  :20التمرين تصحيح
xالبرهان على أنـه إذا كان)1 > فـإن  1 f x > 1 

لى المجالع fلندرس تغيرات الدالة  
  
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قابلة للإشتقاق على المجال  fالدالة *   
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  :   إشارة المشتقة

   
تماما على المجالمتناقصة   fومنـه الدالة  

  
1 ,1
2

 متزايدةو  
تماما على المجال   1, +    

على المجال  تماما  متزايدة fالةوبما الد 1, + ، فهي
xمعناه من أجل كلتحافظ على ترتيبها  > f(x)نفـإ1 f(1)>

أي   >1f x  
 : ور الفواصلـعلـى مح 4u و 0u ,1u  ,3uتمثيل الحـدود)أ )2

  
المتتاليـة :التخميـن nu1نحـو متناقصة تماما ومتقاربـة  

<:nالبرهان أنه مـن أجل كل عـدد طبيعـي )أ)3 1nu  
نسمـي  p n   الخاصيـة :> 1nu    

=مـن أجـل    0n   0:     لدينا = 4u    4    أي > 0  
ومنـه  0p  صحيحـة.  
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نفـرض أن    p n  صحيحـة مـن أجـل عـدد طبيعـيn 
<أي  1nu    ونبـرهـن صحـة +1p n  1+أي > 1nu.  

<لدينا 1nuومنـه   > 1nf u   
علىمتزايدة fلأن الدالة ( 1, +فهي تحافظ على ترتيبها  

1أي من أجل كل 2x x 1يكون 2( ) ( )f x f x   (                        
1+أي      > 1nu    وهـذا يعنـي أن +1p n  صحيحـة  
 :اذن   p n طبيعـي عـدد كل أجـل مـن صحيحـةn  

،من n تبييـن أنـه مـن أجـل كل )ب
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استنتاج إتجاه تغيـرالمتتاليـة *  nu  
<: لدينا  nمـن أجـل كل عـدد طبيعـي  1nu  ومنـه

 1 0nu  و2 1 > 0nu  وبالتالي فإن  1 0n nu u  
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+1أي  - 0n nu u  

ومنـه المتتالية  nu متناقصة تماما .  
استنتاج أن *  nu   بماأن   :متقاربـة nu  متناقصة

فإن   1تماما ومحـدودة  مـن الأسفل بـ  nu متقاربـة.  
البرهان على أن   )أ- nw متتاليـة هندسيـة  :  
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ومنه   nw  متتاليـة هندسيـة أساسها= 2q  وحدها الأول
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  nSالمجمـوع  nاستنتاج بدلالـة 

     
 

 

.............
.............

.............

   

   

   

        

 
 
 

+

0 1

0 1

0 1

1

+12 1 33
4

2 1
4

n

n

n

n

n

n -

S w w w
ln v ln v ln v

ln v v

- ln

v

ln
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  :03التمرين تصحيح
بيعيان للعدد المركب )أ-    1zتعيين الجذران التر

=ليكن +w x iy بيعيا لـ 2ومنه  1zجذرا تر
1=w z    

2
1=w z            تكافئ







2 2

2 2

- = 3
+ = 5

2 = 4

x y
x y
xy

  

=تكافىء              2x و= 1y أو = -2x و= -1y  
بيعيان للعدد المركب 2:هماzإذن الجذران التر + i  2-و - i  

للمعادلة الحل في  )ب     2 2+1 - 3 - 4 = 0.... Iz z i   
 I   2تكافىء +1 = 0z أو2 - 3 - 4 0z i   

z=تكافىء         i أو= -z iأو= 2 +z i  2أو -z i   
                                                                     لشكل الأسي على ا2zكتابة )أ)2

                  2
- 2 - =

2 2
C A

B A

z - z i iz -i
z - z - i - - i  

:لدينا : ABCاستنتاج طبيعة المثلث  ) ب

2C A

B




π-i

A

z z e
z - z

:ومنـه   
  

 



  

1

π + 2
2

 

C A

B A

z z
z - z

AB ,AC πk

:   أي 

 





 
π
2

 
AC AB

AB ,AC
 Aقائم في ABCإذن المثلث 

  ومتساوي الساقين
 Sتعييـن العبارة المركبة للتشابة المباشر )أ)3

هي من الشكل  Sالعبارة المركبـة للتشابه z = az b 
عددان مركبان  و bو aحيث  0a  
: لدينا   S A B  تكافـىءB Az = az b

و       S C C    تكافـىءC Cz = az b
  

ومنـه    1-B C

A C

z - za i
z - z

و        = 1- 1Cb a z   
هي  Sاذن العبارة المركبـة للتشابه  1- i 1z = z -

  
ية التشابه  : دينا ل:Sتحديد نسبة وزاو

 
 
 

-π
4= 1 = 2

i
a - i e  

وزاويته   2هي  Sه المباشراذن نسبة التشاب
4
π-     

تعيين صورة القطعة المستقيمة )ب  AB بالتشابهS  
لدينا   S A B لنعين صورة  ،B  بالتشابهS  

لدينا       B 1- i 1 1- 2 - 1 = -3 =B Ez = z - = i i - i z   
اذن   S B E   وبالتالي فإن صورة القطعة المستقيمة

 AB  بالتشابهS هي القطعة المستقيمة BE
   

  Sبالتشابه BCEاستنتاج مساحة المثلث )ج
لدينا   S A B

  
 ,  S C C  و  S B E   

  
   BCEهي المثلث Sبالتشابه  ABCومنه صورة المثلث

  هي   ABCلدينا مساحة المثلث 
2

A 
2

= 2 
2 2

C
ABC

z - zACS US    وبالتالي فإن مساحة
هي   BCEالمثلث  

2
= 2 4 BCE ABCS S US 

تعييـن المجموعة )أ)4   
 1 + 2 iθiz ie تكافىء        1 + 2 iθ-i iz -i ie  

تكافىء   + 2 iθz -i e  تكافىء 2 iθz i = e  
تكافىء                      2Dz z =  

اذن   هي الدائرة التي مركزهاD ونصف قطرها = 2r     
تنتمي إلى المجموعة Eتبيين أن النقطة )ب   
   :  لدينا    = = -3 = 2 =E DDE z - z i - -i r  

تنتمي إلى المجموعة  E:  محققة إذن    
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  :04التمرين تصحيح
g دالة معرفة على بـ:  1 xg x x e    
1( * lim


 

x
g x ، lim


 

x
g x  

g قابلة للإشتقاق على     :  1 0   xg x e  
    :جدول التغيرات*

           
نبېن أن المعادلة )2  0g x   تقبل حل وحيد في:  
 *gمستمرة ومتزايدة تماما علىو

   lim lim 0
x x

g x g x
 

    ومنه حسب مبرهنة القيم
المتوسطة المعادلة   0g x تقبل حل وحيد   في                                            .  

 :لدينا*      1.2 1.3 0.03 0.10 0g g      
1.3ومنه  1.2  .  

إشارة )3 g x على:   
استنتاج إشارة *  g x:  

  0g x  معناهx  ومنهx  .  
  0g x همعناx   ومنهx .                     

  :ومنه
  

II  (f  معرفة على : 
1

x

x

xe
f x

e



  

  :و لدينا  قابلة للإشتقاق على  f)أ)1

      
 

 
 2 2

1

11

  
 








x x x x

x

x

x

xe xe e e xe e g x

e e
f x

ومنه إشارة  f x من إشارة g x لأن: 
 2 0
1

x

x

e

e
< <

متناقصة تماماعلى المجال  f الدالة  :إذن  ;   
ومتزايدة تماماعلى المجال                    ;    

 * lim 0



x

f x، 

  1lim lim 1
1 

     xx x
f x x

e
  

  :جدول التغيرات
  
  

نبرهن أن  )ب  1f        : لدينا  0g   معناه     :
1 0e     أي:  1e    نعوض نجد:

   
1

1
1

1 1
 


  

 
e

f
e





 


  
نبرهن أن)جـ  يقبل مستقيما مقاربا   معادلتهy x :  

  1lim lim lim 0
1 1x x xx x x

x x
f x x

e e e  

                   

كتابة معادلة المماس)د Tلـ عند مبدأ المعلم:  1:
2

T y x     

ندرس إشارة الفرق :الوضعية *   
 

11
2 2 1

x

x

x e
f x x

e


 


  

من إشارة الجداء  1xx e   نجد:  
المنحنى  0xمن أجل  المستقيم  فوق T.  
0xمن أجل    المنحنى المستقيم  فوق T.  
0xمن أجل    في النقطة    يتقاطعان 0;0 

  :الرسم)هـ
  
  
  
  
  
  
  
  

2 3 4 5-1-2-3-4-5

2

3

4

-1

-2

-3

0 1

1

x

y
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)أ)2   
1 x

x
x MN x f x

e
    


  .  

0xمن أجل  )ب    الدالة  قابلة للإشتقاق:

   
 

 
 

 
 2 22

1 1

1 11

   
   









x x x x x

xx x

e xe e g xe x
x

e e e

e


إشارة  x  من إشارة g x   

     ومنه
نستنتج أن xتقبل قيمة حدية عظمى من أجلx     

يكون أكبر ما يمكن حيثMN ومنه

 
1 


 




e
MN 

   
نبرهن أن  )ج  1f  :    

  1
1 1 1 1

e
f

e e



 

  






  
    

       
نبرهن أن المماس للمنحنى )د ند عA ذات الفاصلة

  يوازي   : 

   
 

 
2 2

1

2 11

e ee g
f

e ee

 

 




 

 

  
   

 
  

1e:ولدينا     نعوض نجد:  

   
 

 
   

2

2 2

2

2 2

1

1 2

1 1 1

1 2 1 1
1





 
  

 

     
  

     

e e e
f

e e e

  

  




   
 

 

 :معادلته  : 1  xy   
        :mحلول المعادلة حسب قيم الوسيطة مناقشة عدد وإشار)3

 0xme m x         يكافئ 1x

x
m

e





  

أي أن 
1 x

x
m x x

e


  


  معناه        f x x m    

حلول هذه المعادلة هي فواصل نقاط تقاطع المنحنى  fC

y:مع المستقيم ذو المعادلة  x m الموازي لـ   و  :  

*  ; 1m   : لا تقبل حلول المعادلة  
*1m   : موجب  حل مضاعفالمعادلة تقبل  
 * 1;0m  :تماما موجبين حلين متمايزينتقبل  المعادلة.  
*0m  : وحيد معدومالمعادلة تقبل حل   
* 0;m   سالب تماما حل وحيدالمعادلة تقبل.  
1xحيث  xالبرهان أنه من أجل كل عدد حقيقي )أ)4  

 لدينا 
1

x

x

e
f x x

e
 


:ندرس إشارة الفرق نجد:     

  0
1 1

x

x x

xe x
f x x x

e e


    

 
:معناه  f x x... 1          

:من جهة أخرى ندرس إشارة الفرق

   1
0

1 1 1

xx x x

x x x

e xe xe e
f x

e e e


   

  
   

1xمن أجل :معناه : 
1

x

x

e
f x

e



 ... 2   

من 1 و 2 1من أجل:نجدx   : 
1

x

x

e
f x x

e
 


  

إيجاد حصر لمساحة الحـيز المستوي المحدد بالمنحنى)ب  

;1والمستقيمات  0x y  وx   :  بماأن:

 
1

x

x

e
f x x

e
 

 فإن: 
1 1 11

x

x

e
dx f x dx xdx

e

    

 
    

: أي    2

1
11

1ln 1
2

xe f x dx x


            

ومنه   2

1

1 1ln . 1 .
1 2

e
u a f x dx u a

e




 

    
.  

  
  

  
  
  
  
  
  
  
  



 
يا                                                                                        05الموضوع التجريبي رقم              التحضير الجيد للبكالور
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 (نقاط  04)  :التمرين الأول

هو التمثيل البياني  التالي  الشكل f
Cللدالةfعلى المجال المعرفة 0 : بـ1; 

3

2 1

x
f x

x


 

و d  المستقيم ذو المعادلةy x 

1) n
uبحدها الأول  المتتـالية العـددية المعـرفة على

0

1

3
u   و من أجل كل عدد طبيعيn  : 1n n

u f u

 

مثـل على محـور الفـواصل الحـدود  (أ     
3 2 1 0
; ; ;u u u u للمتتالية n

uمبرزا خطوط التمثيل .ها دون حسـاب. 

تخميـنا حول اتجـاه تغيـر المتتـاليةضع  (ب   n
u و تقاربها. 

n :0من أجـل كـل عـدد طبيعياثبـت  (أ( 2 1
n

u 

درس اتجـاه تغير المتتـالية ا (ب     n
u  واستنتج أنهـا متقـاربة ، ثم أحسـبlim n

n
u


 

نعتبـر المتتـالية (3  n
v كمـايلي عـلىالمعـرفة :

1

2

n

n

n

u
v

u




 

 

بين أن المتتـالية   (أ      n
v  هندسيـة أسـاسها

1

3
q   يطلب حساب حدها الأول ،

0
v 

اكتـب عبـارة  (ب   
n

v بدلالـةn  واستنتـج عبـارةn
u  بدلالـةn. أحسـب ثمlim n

n
u


 

المجمـوعnاحسـب بدلالـة   (4 
n

Sوالجـداء
n

Pحيـث:
2

0 1 2
2 2 .. 2n

n n
S v v v v    و

0 1
...

n n
P v v v   . 

 (نقاط  05: ) نيالتمرين الثا

: المعادلة التالية  نعتبر في مجموعة  الأعداد المركبة 
22 3

.... 2 0
4

E z z   

المعادلة حل في  (1 E . 

ثلاث نقط من المستوى المنسوب الى معلم متعامد ومتجانسCو A ,Bلتكن (2 ; ;O u v لواحقها على الترتيب: 

1

2
Az 


،

3

2
B iz ، AC Bz zz   

Aكلا من العدديناكتب  (أ Bz zوCz  على الشكل الأسي. 

:بين أن  (ب 
14392018.C A B A Bz z z z z   

وزاويتهAالنقطة التشابه المباشر الذي  مركزهSليكن (3

2
=


ونسبتهk = 2 

 .Sالمباشر أكتب العبارة المركبة للتشابه ( أ

 .Sالمباشر تشابهبالعلى الترتيب Cو Bصورتا  النقطتين'Cو 'Bالنقطتين أوجد لاحقتا (ب

 : من المستوي التي تحقق Mثم عين مجموعة النقط ABCمركز ثقل المثلثهو Oبين ان المبدأ (4

   0MA + MB + MC MA MB  

:حيث Hzذات اللاحقةHأنشئ النقطة (5
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 (نقاط  04: ) لثالتمرين الثا
يحتوي صندوق

1
U  نسحب عشوائيا و في آن واحد ثلاث . كرتين حمراوين  وء ت سودااكر 3كرات بيضاء و   4على 

 (.اللمس  لا يمكن التمييز بينها عند علما أن الكرات ) كرات من هذا الصندوق 

 :حسب احتمالات الأحداث الآتية ا  (1

A  " :حمراء كرة  سحب كرتين سوداوين و ."B  " : كرات  من نفس اللون سحب ثلاث. " 

C : " سحب كرة بيضاء واحدة على الأقل " 

 . الألوان المحصل عليها المتغير العشوائي الذي يرفق بكل سحبة عدد Xليكن (أ( 2

أحسب كلا من   - 1P X  و 3P X  ثم  استنتج 2P X   . 

25و يكسب، قبل إجراء السحب50DAاللاعب يدفع  (ب      DA هل اللعبة مربحة له؟.لون من الألوان المحصل عليها لكل 

نعتبر صندوقا آخر   (3
2

U يحتوي على كرتين بيضاوين و كرة سوداء واحدة. 

نضع الكرات الثلاث المسحوبة من الصندوق
1

Uصندوق في ال
2

Uثم نسحب عشوائيا و في آن واحد كرتين من
2

U  . 

أن تكون الكرتان المسحوبتان مناحسب احتمال  -
2

U بيضاوين علما أن الكرات الثلاث المسحوبة من
1

U لها نفس اللون  

 ( نقاط  00: ) الرابعالتمرين 
I 

hالدالة العددية للمتغير الحقيقيx و المعرفة على المجال
*

: بـ   2 2lnh x x x  
من  xاستنتج أنه من أجل كل عدد حقيقي ،hدرس اتجاه تغير الدالةا -        

*
:  0h x   . 

II
 

fالدالة العددية للمتغير الحقيقيx  و المعرفة على
*

:     بـ   
 2ln1 2

2

x
f x x

x x

 
    
 
 

 

 fCتمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم  متعامد و متجانس ; ;O i j. 

حسب ا  (أ( 1 lim
x

f x


و lim
x

f x


حسب ا (ب            .   
0

lim
x

f x




و 
0

lim
x

f x


  

 .بيانيا  ةثم فسّر النتيج

: غير معدوم xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي (أ( 2   22 'x f x h x  

 .ثم شكل جدول تغيراتها fدرس اتجاه تغير الدالةا (ب    

بين أن المستقيم  (ج       ذا المعادلة:
1

2
y x مستقيم مقارب للمنحنى fCثم أدرس وضعية fCبالنسبة لـ  . 

منxمن أجل كل عدد حقيقي: تحقق أن (أ( 3
*

 :
*x  و    0f x f x  .ماذا تستنتج ؟ فسر النتيجة بيانيا. 

بين أن المعادلة  (ب       0f x تقبل حلا وحيداعلى المجال 0.3;0.4. 

استنتج أن المعادلة   -         0f x  تقبل حلا آخر يطلب تعيين حصر له. 

بين أن المنحنى (أ(4 fCيقبل مماسين 1Tو 2Tيوازيان المستقيم يطلب كتابة معادلتيهما . 

أنشئ  (ب     ، 1T، 2Tو fC . 

: عدد و إشارة حلول المعادلة mناقش بيانيا وحسب قيم العدد الحقيقي (ج      
1

...
2

E f x x m   

. دالة معرفة على kلتكن (5 1 
 

: بـ   
 

 
 

2
ln 11 2

1 2
2 1 1

x
k x x

x x

 
      

  
 

  ، kC تمثيلها البياني. 

بين أنه يوجد تحويل نقطي بسيط يحول المنحنى -         fC إلى المنحنى kC( الإنشاء غير مطلوب) 

المعرفة علىFبين أن الدالة (أ( 6
*

: بـ   
2

2 21 1 1
ln 2ln

2 2 4
F x x x x

       
علىfهي دالة أصلية لـ


 

1xوالتي تنعدم من أجل fصلية للدالةوجد الدالة الأا (ب       . 

: أحسب التكامل التالي. 1:عدد حقيقي حيث(ج      
1

A f x dx


   وفسر النتيجة هندسيا. 

أحسب  -         lim
x

A 

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المتتالية nu متزايدة تماما ومتقاربة  
n:0اثبات من أجـل كـل عـدد طبيعي)أ)2 1nu   

  نبرهن البرهان بالتراجع
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0:لدينا 1nu (0)و 0 ; (1) 1f f و 1n nu f u   

متزايدة تماما على fبما أن 0;1(0)فإن ( ) (1)nf f u f   
10: ومنه  1nu   .  
من أجـل انه نستنتج حسب البرهان بالتراجع②و  ①من 
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نستنتج أن nu تماما ومتقاربة نحو عدد حقيقي متزايدة 
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limحساب ** n

n
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3lim lim
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3 يكافئ
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 

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لأن المتتاليةمقبول (1أو )مرفوض(0ومنه nu  
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  

  
:  
li

x
  

  
 معدوم

 f x f

  مجال

0.3  
f  

  وحيدا 
 

0،; 0

للمنحنى fC

 im f x







C 
إشارة الفرق

0xو    
1أو 

x
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  

غير م xقيقي

  1
2

f x

   



حنى fC.  
على المجحيدا

قابلة ( 
3;0.4المجال

 0.4 0.f  

تقبل حلا و 

;0مجالين  

تقيم مقارب 
1
2

x
     

fCمقارب لـ

: ندرس إ
f x  

2ln 2x و
1يكافئ  
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
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 2ln x
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  

ركز تناظر للمنح
قبل حلا وحي
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لة   0f x 

 تماما على المج

  : y مستق
1lim
2x 


 



 مستقيم م
C بالنسبة لـ

 1
2

x x   
 

f0يكافئ

2كافئ 2x eي

من أجل ك: 
   x f x 

*فإن  

ln2 1
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 
  

 
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متناقصة(تماما

0f  ،0.53

لمتوسطة المعاد

fمتناقصة

بېن أن
2
1

x

2 ln 2x

x x



2

: 1
y x

fCة وضعية
21 ln

2
x

x

  
 

  1
2

x x 

2ln 2x يك

التحقق أن)
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x x
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 

 
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 على 0.3;0.4  حيث  0f    
استنتاج أن المعادلة  0f x تقبل حلا آخر يطلب تعيين

مركز تناظر لـOالنقطة بما أن :حصرا له fCالمعادلة  و
  0f x  تقبل حلا وحيدا على 0.3;0.4فإن fC  

يقطعه كذلك  يقطع حامل محورالفواصل في نقطة فاصلتها و
0.3حيثOبالنسبة للنقطةفي نظيرتها فاصلتها 0.4   و

0.4عليه يكون  0.3   
نبېن أن المنحنى )أ) 4 fCيقبل مماسين 1Tو 2Tيان   يواز

المستقيم يطلب كتابة معادلتيهما: 0
1'

2
f x


  

  2 2
0 0

2
0

ln 1
2 2

x x

x

  
 يكافئ 2

0ln 0x 0:ومنه 1x  0أو 1x   

:ومنه 1
1: y 1

2
xT


        ،  2

1: y 1
2

xT


      
إنشاء)ب  ، 1T، 2Tو fC:  
عدد و mمناقشة بيانيا وحسب قيم العدد الحقيقي)ج

إشارةحلول المعادلة E: هي تعيين فواصل نقط تقاطع
المنحنى fCمع المستقيم mحيث:  1:

2m y x m     
  

  

  

  

يل نقطي بسيط يحول)5 نبېن أنه يوجد تحو fCإلى kC

   
     

2ln 11 21 2
2 1 1

x
k x x

x x

 
      

   
، 1kD     

:بما أن   1 2f xk x   فإن kC هو صورة fC

2V: بانسحاب شعاعه  i j 
   

  علىfهي دالة أصلية للدالةFبېن ان الدالةن )أ) 6
:   لدينا    22 21 1 1 ln 2ln

2 2 4
F x x x x

       
  

قابلة Fإذا كانت الدالةعلىfدالة أصلية للدالةFتكون
وللاشتقاق على   'F x f x  

  للاشتقاق علىقابلة Fالدالة:لدينا

       
2

2
2

ln1 1 2 2 1 2' .2ln .
2 4 2

xx
F x x x x f x

x x x x

                  

  علىfهي دالة أصلية للدالةF:ومنه
1xوالتي تنعدم من أجلfإيجاد الدالة الاصلية للدالة)ب :  

فإنها تقبل دوالا أصلية على مستمرة على fبما أن الدالة 
 من الشكل: x F x c  حيثc ثابت حقيقي.  

 1 0F c  1يكافئ
4

c  ومنه الدالة الاصلية للدالةf والتي
1xتنعدم من أجل هي الدالة :  

  22 21 1 1 1ln 2 ln
2 2 4 4

x x x x
        

  
: حساب التكامل )ج   

1
A f x dx


  1حيث  

     

   

22 2

2

1

22

1

1 1 1ln ln .a
4 8 4

1 1 1 ln 2ln
2 2 4

u

A f x dx x x x




  

              

    







:تفسيرالنتيجة هندسيا A  هي مساحة الحـيز المستوي المحدد
بالمنحني fCوالمستقيمات التي معادلاتها:  

1 ; ; 0x x y    
    22 21 1 1lim lim ln ln

4 8 4x x
A    

 

          
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  )نقاط  04: ( التمرين الثالث
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2<D]<íéÖ^jj¹]<íe^i…<Œ…( )
n
u<J< <

3D<]<íéÖ^jj¹]<flá_<sjßj‰( )
n
u<<íe…^ÏjÚ<J<[<^ãjè^ãÞ<êâ<^ÚJ< <

4<D_D<<êÃéf<‚Â<ØÒ<Øq_<àÚ<äflÞ_<àfléen<<V
1

4
5

2 (2 )
n n
u u
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- -£<J< <

<<hD<]<êÃéf<‚Â<ØÒ<Øq_<àÚ<äflÞ_<sjßj‰n<<V
4

0 2 )
5
( n

n
u ££ -<<íéÖ^jj¹]<íè^ãÞ<àfléÂ<flÜm<H( )

n
u<<‚è‚q<àÚ< <

  ) نقاط  08: ( التمرين الرابع
I<D<íè‚ÃÖ]<íÖ]‚Ö]<jÃÞg<<Ù^]<î×Â<íÊ†Ã¹]0;ù é+¥ú êû ë<<{eV 

3( ) 2 ln 3g x x x x   < <

1<D_D<<êÏéÏu<‚Â<ØÒ<Øq_<àÚ<äflÞ_<ÐÏ x<J<V 
3 23 2 ( 1)(3 3 2)x x x x x     < <

<<<hD<<íÖ]‚Ö]<l^è^ãÞ<àfléÂg<<‚ßÂ0<<‚ßÂ<ÿæ+¥<J< <

2<D_D<]<íÖ]‚Ö]<†fléÇi<å^Ÿc<Œ…g<<^ãi]†fléÇi<Ùæ‚q<ØÓ<ÿæJ< <

<<<hD<<ì…^c<sjßj‰c( )g x<<ØÒ<Øq_<àÚ0;x ù éÎ +¥ú êû ë<J< <

IID<<íÖ]‚Ö]<àÓjÖf<<î×Â<íÊ†Ã¹]0;ù é+¥ú êû ë<<ê×è<^ÛÒV
 2

1 ln( ) 1 x xf x x
x

 
  <<J< <

( )C<<íÖ]‚×Ö<ØnÛ¹]<vß¹]<çâf<<‹Þ^rj¹]<æ<‚Ú^Ãj¹]<Ü×Ã¹]<±c<hçŠß¹]<ëçjŠ¹]<»( ); ;o i j
 

<J< <

1D<]<<gŠu
0

lim ( )
x

f x


<^é‰‚ßâ<íréjßÖ]<†flŠÊ<flÜm<HJ< <

2D<]<íÖ]‚Ö]<íè^ãÞ<gŠuf<<‚ßÂ+¥<J< <

3D<<ÜéÏjŠ¹]<flá_<àflée( )D<<äjÖ^ÃÚ<ë„Ö]1y x= -<{Ö<Øñ^Ú<h…^ÏÚ( )C<<…]çœ+¥<< <

<<<<<I<<<vß¹]<íéÃ•æ<‚u( )C<<ÜéÏjŠÛ×Ö<ífŠßÖ^e( )D<J< <

4D<]<íÖ]‚Ö]<†fléÇi<å^Ÿc<Œ…f<<^ãi]†fléÇi<Ùæ‚q<ØÓ<flÜm<HJ< <

5D<]<Œ^Û¹]<íÖ^ÃÚ<gjÒ( )T<<vßÛ×Ö( )C<<íŞÏßÖ]<‚ßÂ( )1;0A<J< <

6D<]<àÚ<øÒ<Ü‰…( )D<<H( )T<<vß¹]<ÿæ( )C<J< <

7D<<àÓjÖ( )
m
d<{e<íÊ†Ã¹]<l^ÛéÏjŠ¹]<løñ^Â<Vy mx m= -<<oéu<Hm<<êÏéÏu<¼é‰æ< <

<<<<<_D<<l^ÛéÏjŠ¹]<Äé¶<flá_<ÐÏ ( )
m
d<<íŞÏßÖ^e<†³A<J< <

<<<hD<<êÏéÏ£]<¼é‰çÖ]<ÜéÎ<àfléÂm<<íÖ^ÃÛ×Ö<áçÓè<îju( ) mxf mx= -<<á]ˆè^ÛjÚ<áøuJ< <

III<D1D<<flá_<àflée<H<íñˆrjÖ^e<ØÚ^ÓjÖ]<Ù^ÛÃj‰^e<V
2

1

ln 2
1

e
x
dx

ex
= -ò<J< <
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  :01 التمرين تصحيح
: المعادلة لح )1    2 2 2 0 ...z i z z       

 : لدينا 
 2

0 ;
2 2 0 ...

z i

z z

z i  


 



 
   

حلول المعادلة   : 24 2i      ومنه
1

2 12
2

i
iz

 
      2و 1 1 iz z      

حلول المعادلة مجموعة  إذن هي ;i i; 1 1iS       
مرجح  Dالتحقق أن )أ) 2      ,1 ; , 1 ; , 1A B C  : 

0DAيكفي التحقق أن  DB DC  
      أي

0
DA DB DC

z z z      

لدينا     
2 1 1 02

DA DB DC

A D B D C D

A B C D

z z z

z z z z z z

z z z z i i i

 

     

          

  

  

مرجح  الجملة D:الخلاصة      ,1 ; , 1 ; , 1A B C   
Dكتابة العدد  )ب A

B C

z z

z z




   :على الشكل الأسي  
          

  2
31 2 1 3

2 1 3 3
i

D A

B C

i iz z i i i
i e

z z i i i


    

     
    

  

1D :التفسير الهندسي  A

B C

z z

z z





ADيكافئ   BC    

arg
2

D A

B C

z z

z z

 
    

 يكافئ ; /2
2

CB A kD k
   

 
  

  :ABDCطبيعة الرباعي 
  

  

  

4كتابة العدد  )ج 4i على الشكل الأسي :   
:الدين: الشكل الاسي 4 1 24 4 44 1i i i           

4عمدة لـ  لتكن  4i    ومنه
4 2cos

24 2
4 2sin

24 2





 
  



  

  

3 :ومنه نجد
4
       إذن : 

3
44 24 4

i
ei



      
  حساب - 20184 4i  :

   

     

20183 605420182018 4 4

32 2011
2

80 8

4 4 4 2 4 2

4 2 4 2

i i

i
i

i e e

e

 



 
    



  

  

zحساب)أ)3 i :  

 
 4 2 24 2

2 2
4 2 2

22
4 4

iz i i ziz i
z i i

z z

iz i iz

z

i

z

i

       
 

    








    

V4>>اثبات أن )ب 2AM BM¢´ =  
4لدينا،  4

2
i

z i
z

  


4:، أي   4
A

B

i
z z

z z

 
  


  ،

4:ومنه   2
AM

BM
   4:أي 2AM BM    

: ومن جهة أخرى نجد   4 4arg arg
2
i

z i
z

       
 ،

:ومنه   4 4arg argA
B

i
z z

z z

       
:، أي  
     arg arg 4 4 argA Bz z i z z       ومنه ،:

     arg arg arg 4 4A Bz z z z i        
: إذن    4

/3; ; 2u AM u BM k k
     

   
 .  

تنتمي إلى  Eالتحقق أن  ـ )4  :   
4لدينا،  4 4 4 4 4 4 4

2 2 2E

i i i
z i i

z i i

           
  

   
)محققة(:ومنه     arg arg 4 4 arg 1

4
z i i i

        
  
 تعيين طبيعة المجموعة ـ  :   

 arg
4

z i
   يكافئ ;

4
u AM

 
   ،و لدينا

   3; ;
4

u AM u BM
  

    ومنه 3 ;
4 4

u BM
 
 
   

ADبما أن  BCوAD CB
  

   مربع ABDCفإن الرباعي 

يين و متعامدين يه متساو لأن قطر

تنتمي إلى المجموعة Eالنقطة  :الخلاصة  



 

 

2 

ومنه  ;
2

u BM



   مجموعة النقط : ومنهM  من المستوي

 المفتوح المستقيم نصف: هي  BE سه أالذي رBو 
wالموجه بالشعاع        

  حيث ;
2

u w



  .  

  :20 التمرين تصحيح
: لدينا  3;2;6A  ، 1;2;4B  ، 4; 2;5C  .  

;بيان أن النقط    )أ) 1 ;C B A  يا    :تعينّ مستو

: لدينا 
2

0
2

AB

 
 
 
  

  ،
1

4
1

AC

 
  
  

 1 حيث 1
2 2

    
   

AB معناه 
 وAC

  غير مرتبطين خطيا ، و منه النقط 
; ;C B A  يا   .تعينّ مستو

التحقق أنّ  )ب P هو المستوي   ABC:  
 :لدينا   : 2 2 4 0P x y z    و ، 3;2;6A  .

يض  6: بالتعو 2 12 4 0    ، و منه:  A P .  
يقة  :نبېنّ أنّ بنفس الطر B P  و C P  . و منه

 المستوي أنّ  نستنتج P هو  ABC .  
   :قائم  ABCبيان أنّ المثلث )أ)2

2: نلاحظ أنّ  2 0AB AC    
   ، إذن :AB AC

  
  . A في قائم ABC المثلثو منه 

كتابة تمثيل وسيطي لـ  )ب المار بـO  و يعامد P:  
  يعامد P  أي  : 2;1; 2n 

  يعتبر شعاع توجيه لـ

   و منه التمثيل الوسيطي لـ هو:
 
 

2
:

2

x t

y t
t

z t


  
   


  

هي المسقط العمودي  kبما أنّ  : OKحساب الطول )ج
على Oلـ  P،  إذن ستكونk نقطة تقاطع مع P .  

نعوض تمثيل  kلحساب إحداثيات النقطة   في معادلة
 P  نجد :    2 2 2 2 4 0t t t      ، أي:  

9 4t    ، 4: و منه
9

t


  . 8: و منه 4 8; ;
9 9 9

K
  

 
 

 .  

  

3 (G  مرجح الجملة        ;3 ; ;1 ; ;1 ; ;1O A B C:  
  : Gحساب إحداثي النقطة  )أ

       

       

       

3 0 1 3 1 1 1 4 8
6 6

3 0 1 2 1 2 1 2 2
6 6

4
3

1
3

3 0 1 6 1 4 1 5 15 5
26 6

x

G y

z

  
  


   

  

   

  


   

4: و منه  1 5; ;
3 3 2

G  
 
 

 .  

و المستوي  Gحساب المسافة بين النقطة  )ب P :  

  
 4 1 5 8 12 1 2 4 5 4

3 3 2 3 3;
4 1 4

2
9 3

d G P
        

  
 

: و منه ،     2;
3

d G P  .                           
4(   مجموعة النقطM من الفضاء حيث:  

        3 5MO MA MB MC   
    :  

ين طبيعة مجموعة النقطتعي )أ   و عناصرها المميزة :  
6 5MG 
  5: ، أي

6
MG 
  5: ، و منه

6
MG   ،

إذن مركزها كرة سطح هي G5 :قطرها نصف و
6

R    
طبيعة  )ب   P   :  

: بما أنّ   ;d G P R  ، ّفإن :   P  دائرة هي .  
  :GABCحساب حجم رباعي الوجوه) ج

1
3GABC ABCV S h     

: هي  ABCمساحة المثلث ABCS حيث
2 2 3 2 12

2 2 2
6ABC

AB AC
S

 
    .  

h  : هي المسافة بينG  و P  ، 2: و منه
3

h  .  

   : GABCحجم الرباعي إذن
1 26
3 3GABCV     

 :منهو 4 .
3G A B CV u a  
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  :30 التمرين تصحيح

: لدينا            
0

3

1 2

1

2
1

n
n

n

u

u
u

u




  

 .  

1(  ّ 0   ه من أجل كل عددإثبات أن 2nu :  
0: نضع  2( ) : nP n u   

0nمن أجل : 1المرحلة   0لدينا 1u   00:  أي 2u   و
  . محققة P(0)منه 

)نفرض صحة  : 2المرحلة )P n  و نبرهن صحة( 1)P n   من
0أي نفرض أن. nأجل كل عدد طبيعي  2nu   صحيحة

10 :و نبېن أن  2nu   .  
0: لدينا فرضا أنّ  - 2nu  3: ، إذن

2

2 0
1

n

n

u

u





: أي ،  

1 0 (1)nu     . ّ1: يبقى أن نبېنّ أن 2nu   .  

1نحسب 2nu   : 

3 3 2

1 2

3

2

2

22

2

2 2 2 22 2
1

1 1

1

2 2

n n n
n

n n

n n

n

n n

n

u u u
u

u u

u

u

u uu

u



   
   










 


 

2nu:بما أنّ ،   ، 2: فرضا ، إذن 0nu    ، و منه: 
1 2 0nu    1: ، إذن 2 (2)nu      

10:فإن)2(و)1(منإذن  2nu   . ومنه( 1)P n   صحيحة  
0 :فإن  nأجل كل عدد طبيعيمن :خلاصة  2nu .  

دراسة رتابة المتتالية  )2 nu:  من أجل كل عدد طبيعي
n  1: ندرس إشارة الفرقn nu u  :  

3:لدينا 3 3

1 2 2 2

2 02
1 1

2
1

n

n

n n n n
n n n

n n

u u u u
u u u

u

u uu

    
    







   

2nuلدينا: ، لأنّ    2: ، إذن 0nu  .  
المتتاليةو منه  nu على متزايدة . 

إستنتاج أنّ المتتالية )3 nu متقاربة و حساب نهايتها:  
 nu متقاربة، إذن هي  2بـ  محدودة من الأعلىوَ  متزايدة.   

نهاية  - nu:  nu  1:متقاربة معناهlim limn n
n n

u u l 
    

3 :لدينا 

1 2

2
1

n
n

n

u
u

u





 :، أي 

3

2

2
1

n

n

l
l

l





  

3: ومنه  3 2l l l    2: ، إذنl  .  
:فإنnكل بيان أنه من أجل)أ)4 1

42 2
5n nu u     

12نحسب الفرق  nu  :
 23 2 3

1 2 2 2

22 2 2 22 2
1 1 1

n nn n n
n

n n n

u uu u u
u

u u u

   
    

  
  .  

نقارن النتيجة مع 4 2
5 nu  :  

     

       

2 2

2

2

2

2

2 2

2

2 4 42 2
1 5 1 5

5 4 4 422
15 51

n n n
n n

n n

n n
n

n

n
n

n

u u u
u u

u u

u u
u

u

u
u

u

  
       

     
 

  
   

   

:أي
         

 
   

 

2

2

2

2

2

2 2 24 2 2
1 5 5

2 2
0

5 1

1
n n n n

n n

n n

n

n

n

u u u u
u u

u

u

u

u u

   
    
  

  


 

   

: إذن  1
42 2
5n nu u   .  

40إثبات أنّ  )ب 2
5

n

nu      
 

  

) :  لدينا من السؤال أ 1
40 2 2
5n nu u     ، إذن :

 

 

 

1 0

2 1

1

40 2 2
5
40 2 2
5

40 2 2
5n n

u u

u u

u u 

    

    



    

  
  : بالضرب نجد  

    

    

1 2

0 1 1

0 2 2 ... 2

4 2 2 ... 2
5

n

n

n

u u u

u u u 

     

        
 

  ،  

:ختزال نحصل على لإبا 0
40 2 2
5

n

nu u      
 

: أي،  

 40 2 2 1
5

n

nu
      
 

40: ، ومنه   2
5

n

nu
     
 

 .  

نهاية   nu : ّ4:بما أنlim 0
5

n

n

   
 

  ، حسب النهايات 
:بالحصر  lim 2 0nn

u


  ومنه ، : lim 2n
n

u


  
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  :04التمرين تصحيح
:لدينا   :الجزء الأول  3 2ln 3g x x x x    .  

 :التحقق أنّ  )1  3 23 2 1 3 3 2x x x x x       :  
  2

3 32 2

1 3 3 2

3 3 3 22 3 3 2

x x x

x x x xx x x

  

        
:  gتعيين نهايات الدالة  )ب

   3

0 0
lim lim 2 ln 3

x x
g x x x x

  
        

3(: لأن  

0
lim 0
x

x x


      و
0

lim 2ln
x

x

   (.  
  2 2 ln 3lim lim 1

x x

x
g x x x

x x 

      
 

   

2lnlim(   :لأنّ   0
x

x

x
  3 وlim 0

x x
 (.  

   :و تشكيل جدول تغيرّاتها gدراسة إتجاه تغير الدالة  )أ)2

قابلة للإشتقاق على  gالدالة   0;  و دالتها المشتقة هي:  

 
  23

2
1 3 22 3 2' 3 1

x x xx x
g x x

x x x

   
    

إشارة   'g x من إشارة :  21 3 3 2x x x                                                   .  

  

  

                                                                                            :  :جدول التغيرات

  

  

  
إستنتاج إشارة  )ب g x:  

: نلاحظ من جدول التغيرّات أنّ   0g x   من أجل كل  
 0;x    ، ) القيمة الصغرة لـg  3هي . (  

  

 لدينا  :الجزء الثاني  2

1 ln1 x x
f x x

x

 
   .  

حساب   )1 
0

lim
x

f x


  :و تفسير النتيجة هندسيا  

  
0

lim
x

f x


   ،لأن : 
0

2

0

lim 1 ln

lim 0
x

x

x x

x











   







 .  

رالتفسي C ربجوا محور التراتيبيقبل مقارب عمودي هو  
: حساب النهاية  )2 lim

x
f x


  :

  2 2

1 lnlim lim 1
x x

x x
f x x

x x 

       
 

 .  
بيان أنّ المستقيم  )3   مقارب لـ C  بجوار  :  

  2 2

1 lnlim lim 0
x x

x x
f x y

x x 

     
 

و منه ،    
مقارب مائل لـ  C بجوار .  
 لدينا  :الوضعية النسبية   2

1 lnx x
f x y

x

 
  ،  

درس إشارة الفرق ن f x yفي الجدول التالي هاصونلخ:  
  
  
  

1 :وعليه فإن  ln 0x x  المجال  على  1,  
1 و          ln 0x x   المجال على  0;1.  

  :نلخص الوضعية في الجدول التالي  من الجدول السابق
  
  
  
  

   و تشكيل جدول تغيرّاتها fدراسة إتجاه تغير الدالة  )4
قابلة للإشتقاق على  fالدالة  0;  و دالتها المشتقة هي: 

 
 2

4

2 2 4 2

4 4

11 2 1 ln
1

2 2 2 ln 3 2 ln1

x x x x
x

f x
x

x x x x x x x x x x x

x x

     
   

      
  
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  :أي
   

 

3

4

3 3

3

2ln 3

2ln 3

x x x x
f x

x

x x x

x

g x

x

  
 

  
 

   

 شارةإ    :منه وَ  f x إشارة من  g x .  
  : fالدالة جدول تغيرات

  
  
  
المماس كتابة معادلة)5 Tللمنحني Cعند النقطة 1;0A :  

      : 1 1 1T y f x f    ، أي: 
   : 3 1 0T y x   و منه ، :  : 3 3T y x  .  

رسم كلا من  )6 T  و   و المنحني C :  
  

        
  
  
  
  
  
  

                  
لدينا  ) 7  :md y mx m  :   
التحقق أنّ ) أ md  تمر بالنقطةA :  0 1m m   أي :  

0m m   و منه ،A  تنتمي إلى md .  
المعادلة  )ب f x mx m   تقبل حلان متمايزان إذا

1: كان  3m  .  
هو معامل توجيه  1: حيث  معامل توجيههو  3و T .  

2بيان أنّ   )1:  الجزء الثالث
1

ln 21
e x

dx
x e

 :   
: باستعمال التكامل بالتجزئة نجد 




2 2
11 1 1

ln 1 1 1 1ln ln
ee e e

v
u

x
dx x dx x dx

x x x x x


 
             

 
  

:أي  
 

2
1

1

ln 1 1ln

ln 1 2ln1 1 1

e

e

x
dx x

x x x

e

e e e

     

         
 

   

2                          :و منه 
1

ln 21
e x

dx
x e

  .  
 :حساب مساحة الحـيزّ  )2

  2
1 1

2 2
1

1 ln

1 1 ln

e e

e

x x
A f x y dx dx

x

x
dx

x x x

          

    
 

 


   

: أي
  

1

1 2ln 1

1 2 1 2ln ln 1 1 1 1 1 1

e

A x
x e

e
e e e e

           

                
   

  

 :و منه   11A ua
e

   
  
  

  


