
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 يوسفي عبد الرحمن                                                    لاقليديةا القسمة                        الاستاذ                                         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ير الدرســــــــــــــس التوقيت

 
 
 

 ســـــا 1
 

 اســـــ 1
 

 ســـــا 1
 

 ســـــا 1
 

 ســـــا 1
 

 ســـــا 1

 نشاط

 قابلية القسمة  :1

  القسمة الاقليدية :2

  القاسم المشترك الاكبر : 3

 تمديد القاسم المشترك الاكبر: 4

 الاعداد الاولية فيما بينها : 5

 مبرهنة بيزو:6

 خوارزمية اقليدس:7
 

 وثائق التحضير الوسائل البيداغوجية نقد ذاتي

  السبورة 

  

 دليل الأستاذ 

 الكتاب المدرسي 

 المنهاج   

 الهباج في الرياضيات 

  مذكرات شايبي امين 

نهائي رياضيات  zالقسمة في  2015
 وتقني

 الكفاءة المستهدفة
 إثبات أن عدد صحيح يقسم عددا صحيحا آخر. 

 استعمال خواص قابلية القسمة في . 

 مشترك الأكبر لعددين طبيعييناستعمال خوارزمية إقليدس لتعيين القاسم ال. 

 استعمال خوارزمية إقليدس لتعيين القواسم المشتركة لعددين طبيعيين. 

 حل مشكلات بتوظيف خواص القاسم المشترك الأكبر. 
 

 

 المكتسبات القبلية
 القسمة الاقليدية 

 الاعداد الاولية 

   

 

ــــــا
ثـــــــ

ال
ر 

حو
ــــــــــ

ــــــــــ
الم

ث
ل

 

ح
تت

ت
 

م علم الحساب، باعتباره فرع من فروع الرياضيات، بدراسة الأعداد حيث يعد من أقدم ميادينها  وأول من أعطى أسس هذا العلم هو إقليدس، يهتنعمم 

يكن  لذي لمغيرأنه لم يأخذ هذا العلم حظه إلا عندما توصل العرب إلى أنظمة تعداد بينما كان إقليدس في عهده يمثل الأرقام بقطع مستقيمة، الش يء ا

 ".نظريه للأعداد"ملائما للوصول إلى بناء 

إضافة إلى ذلك فقد استفاد المهتمين به من تدريبات فذة بالنسبة للعمليات  وقد أعتبر علم الحساب منذ بدايته كمحفز جيد للتكون العقلي لدى الإنسان،

 ال التشفيرالذهنية، وهي اليوم تجد مجالا أوسع في تطبيقه في الواقع، نذكر على سبيل المث
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ــــــــــــــــــــالمـؤسـس ــــــةــــــــــــــــ  : ــ

 : السنة الدراسية

ــــــــــــالتاري  :    ــــخــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :صة ـــتوقيت الح

ـــــــــــــالمستـ  رياضياتالثالثة             :ـــــوى ــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 الاعداد والحساب            :التعلم دانـــــــــــــــمي

 Zالقسمة في قابلية       :التعلمية الوحدة

 Zالقسمة في قابلية        :موضوع الحصة 

                                                                 .  استعمال خواص قابلية القسمة في.إثبات أن عددا صحيحا يقسم عددا صحيحا آخر   :كتسبات المسههدفةالم

 هاتالتعليمات والتوجي (ســـــــــير الحصة)الإنجاز الأنشطة المقترحة وطبيعتها
 نشاط مقترح

 

 

 

 

 

 

بإتباع نفس المنهجية  .1

المقابلة عين باقي و حاصل 

                                bعلى aقسمة 

      :                                                                      في الحالتين التاليتين   

   312a    46وb  

 676a    13وb                                             . 

 aأحصر العدد الطبيعي .2

بين مضاعفين متعاقبين 

 bللعدد الطبيعي

 :                                                                           في الحالتين التاليتين   

   170a    29وb   

 2007a    16وb                                             . 

عين باقي قسمة كل من  .3

 366و  660العددين 

 ظ ؟ ماذا تلاح. 7على

 660نقول عن العددين 

أنهما متوافقان  366و 

و نكتب  7بترديد

 660 366 7. 

  2008و  153هل العددان 

 ؟ 5متوافقان بترديد

 69و  274ل العددان ه 

 ؟ 3متوافقان بترديد

  234بين أن العددينa   

146bو    متوافقان

11nبترديد  . ما هو باقي

aقسمة b علىn ؟ 

  174بين أن العددينa   

109bو    متوافقان

13nبترديد  . ما هو باقي

aقسمة b علىn ؟ 

 .اضع تخمين

 
       

 
 
 

 

 
 
 
 

 
 

 

. 

48  :أمثلة    8 6و منه  6 48   

            48 8 6و منه  6 48 

            65 13 5و منه  5 65 

            65 13 13و منه  5 65 

 . نفس القواسم   aو aللعددين  في :ملاحظة   

 
 
 
 

aإذا كان  :البرهان   b    وb c   فإنb ka  و'c k b  حيثk  و'k  عددان صحيحان و

c'منه  kk a    .   وبما أن'kk  عدد صحيح فإنa  يقسمc . 

 
 

   
aإذا كان  :البرهان   b    فإنb ka   حيثk  عدد صحيح و منهmb mka mk a  

 . mbيقسم  aصحيحا فإن       عددا    mkوبما أن 

   
 
 
aإذا كان  :البرهان   b    فإنb ka  حيثk  عدد صحيح و منهmb mka k ma   

 . mbيقسم  maصحيح فإن         عدد   kوبما أن 

   

يتعلق الأمر بالخواص  -

التالية، التي يتعين 

 :إثباتها

و bيقسم  aإذا كان  -

b  يقسمc  فإنa

 .cيقسم

 bيقسم  aإذا كان  -

فإنه من أجل كل عدد 

يقسم  k،aصحيح 

kb وkb  يقسم

kb. 

و  bيقسم aإذا كان  -
c  فإنه من أجل كل

x وy  من ،

يقسم  aلدينا 

ax by. 

نجد هنا فرصا   -

لممارسة بعض أنماط 

 .البرهان

 

  النشاط. 1
  الحــــــــــــــــــل. 2 

 ق ابلية القسمة في  /1 
 تعريف1.1 

يعني وجود  bيقسم العدد  aالقول أن العدد. غير معدوم aعددان صحيحان و bو a:تعريف

b:  حيث   kعدد صحيح  ka . نقول كذلكa قاسم للعددb  كذلك ل أو نقوb  مضاعف

aنكتب.     aللعدد b  ونقرأa  يقسمb. 

 

 .ثلاثة أعداد صحيحة غير معدومة  a  ،b  ،c  :1خاصية

 . cيقسم  aفإن  cيقسم  bو  bيقسم  aإذا كان                

 

 .غير معدوم aعددان صحيحان و bو a :2خاصية

  mbيقسم  m  ،aفإنه من أجل كل عدد صحيح  bيقسم  aإذا كان                 

 

 .غير معدوم aعددان صحيحان و bو a :3خاصية

  mbيقسم  m  ،maفإنه من أجل كل عدد صحيح غير معدوم  bيقسم  aذا كان إ  

 

 خواص2.1

 . غير معدوم cثلاثة أعداد صحيحة و  a  ،b  ،c :3خاصية

  إذا كانc  القاسم المششترك لـ  :a  وb  فإن :c م يقسba   وba  

  بصفة عامةc  يقسم:nbma    من أجل كلmn, 
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  تطبيق

  عين الأعداد الصحيحةn   التي من أجلها العدد




4

17

n

n
   

  عين الاعداد الطبيعيةa  وb  204: حيث 22  ba 

  عين الأعداد الصحيحةn  3: حيث 5n  8يقسم .  

  عين الأعداد الصحيحةn  3:حيث 8n 6 يقسمn                                                              

 الحل

:               لنا ( 1 
17 4 13 13

1
4 4 4

n n

n n n

  
  

  
  

: لكي يكون العدد 
17

4

n

n





يكفي أن        13/4n     ومنه  134 Dn   

                                 13;1;1;1313 D  

: ومنه  9;3;4;17 n  

204: لنا ( 2 22  ba   يكافئ  2 2 20a b a b    

5410220120: لأن :      نميز ثلاث حالات   

5 11 21 ba 2 

4 2 1 ba 2 

 6  a 

 2  b 

: ومنه    2,6, ba  

;8هي  8مجموعة قواسم ( 3 4; 2; 1;1;2;4;8 . 

3 5n  3معناه  8يقسم 5 8n 3أو 5 4n 3أو 5 2n3أو 5 1n 

3أو 5 1n  

3أو  5 2n  3أو 5 4n 3أو 5 8n. 

3أي   13n 3أو 9n  3أو 7n  3أو 6n  3أو 4n 3أو 3n  أو

3 1n   3أو 3n . 

3المعادلات   13n ،3 7n ،3 4n   3و 1n  ليس لها حلول. 

 .    1،  1،  2، 3الحلول هي الأعداد الصحيحة   

3عدد صحيح حيث  nليكن ( 4 8n 6 يقسمn.3ومنه 8n 3 يقسم 18n .و بالتالي

3 8n يقسم   

      3 18 3 8n n  3أي 8n هي 10مجموعة قواسم . 10يقسم 

      10; 5; 2; 1;1;2;5;10 . 

3 8n 3معناه 10يقسم 8 10n 3أو 8 5n 3أو 8 2nأو

3 8 1n 3أو 8 1n  

3أو   5 2n 3أو 8 5n3أو 8 10n. 

3أي   18n 3أو 13n  3أو 10n  3أو 9n  3أو 7n أو

3 3n  3أو 2n . 

 1nأو  3nأو  6nو منه 

3يكفي التعويض في) عكسيا هذه الأعداد حلولا  8n 6وn والتأكد في كل مرة من أن

3 8n 6يقسمn.) 

 . 1،  3، 6الحلول هي الأعداد الصحيحة
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 56ص  12التمرين 

5حيث يكون  nعيّن الأعداد الصحيحة  (1 6n   34يقسم . 

5التي يكون من أجلها  nعين الأعداد الصحيحة ( 2 6n   8قاسما للعددn  . 

  34نبحث عن قواسم  الحل

 :طريقة البحث 

 

 
1 134 17 2  لقواسم عدد ا  1 1 1 1 4   34 1.2.17.34. 1. 2. 17. 34     

5لدينا  6
34

n   اي ان 34 5 6 ;n k k   

5ومنه   6 1n    5أي 5n   1ومنهn   

5ومنه  6 2n    5ومنه  مرفوض 6 17n      5ومنه مرفوض 6 34n     مرفوض 

5ومنه  6 1n     5مرفوض ومنه 6 2n    5ومنه  مرفوض 6 17n     مرفوض 

5ومنه  6 34n     5أي 20n   8ومنهn    4القيم هيn    1وn  

5التي يكون من أجلها  nعين الأعداد الصحيحة ( 2 6n   8قاسما للعددn  . 

5لدينا  6
8

n
n




   اي ان  
 

5
5

6
8

n
n




ومنه        5 40 5 6 ;n n k k 

ومنه           5 40 55 66 5 6 ;n n nk kn  ينتج ان

     34 5 6 1 ;n k k  5وهذا يعني ان 6
34

n   8القيم هيn    1وn   

 

 

 

111 
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ــــــة ــــــــــــــــــــــ  : المـؤسـســــــــــــــــ

 : السنة الدراسية

ــــــــــــــــــــــــخ  :    التاريــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :توقيت الحـــصة 

ــــــــــــــــــــــــــــــالمستـ  الثالثة رياضيات            :ـــــوى ـــــــــــــــــ

 الاعداد والحساب            :التعلم دانـــــــــــــــمي

 Zالقسمة في قابلية       :التعلمية الوحدة

 .ين طبيعيينالقاسم المشترك الأكبر لعدد.القسمة الإقليدية في        :موضوع الحصة 

 .تعيين القواسم المشتركة لعددين طبيعيين و  -.المشترك الأكبر لعددين طبيعيين استعمال خوارزمية إقليدس لتعيين القاسم   :المكتسبات المسههدفة

 التعليمات والتوجيهات (س         ير الحصة)الإنجاز الأنشطة المقترحة وطبيعتها
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

  :ملاحظة

q,تسمى عملية البحث عن الثنائية   r بالقسمة الإقليدية للعددaعلى العددb .يسمىq وr  بهذا

 .bعلى العدد aقي   القسمة الإقليدية للعددالترتيب حاصل و با

  :البرهان
وحيد  qأي يوجد عدد صحيح bو إما محصور بين مضاعفين متتابعين لِـ  bإما مضاعف لِـ  aالعدد 

1qb:حيث a q b  0و نستنتج من هذا أن a qb b. 
rبوضع     a qb    نحصل علىa bq r  0مع r b. 

  :ملاحظة

  لعدد صحيحيمكن تمديد مفهوم القسمة الإقليديةa  على عدد صحيح غير معدومb. 

aونحصل على                bq r    0و r b 

  فنجد  11على  126يمكن تعيين الحاصل والباقي باستعمال الالة الحاسبة وذللك بقسمة مثلا

 (11.11)-126والباقي هو  11وبالتالي الحاصل هو  11.4545ل هو الحاص

 1:مثال

 &384a  53وb 384 باستعمال الالة الحاسبة
7,245

53

a

b
  7 هو الحاصل  

384 هو الباقي 53 7 13   &237a  26وb باستعمال الالة الحاسبة 
237

9,115
26

a

b


    9 هو الحاصل 1  هو الباقي  الى الحاصل 1-نقوم باضافة  10

237 26 10 23 

 2:مثال

a  باقي قسمة . عدد صحيحa  6هو  10على . 

 ؟  5على   aما هو باقي قسمة العدد  .1

 ؟    2على   aما هو باقي قسمة العدد  .2

 :الحل   

          10 6a k  حيثk  عدد صحيح. 

     1    .
10 5 1

5 2 1 1

a k

k
   

 .  1هو  5على  aومنه باقي قسمة             

    2    .2(5 3)a k  حيثk  عدد صحيح. 

   .  0هو  2على  aومنه باقي قسمة             
 

من : تبرهن الخاصية  -

 أجل

a و

b .

 توجد ثنائية وحيدة

 ;q r  

 (عددان صحيحان)

حيث a bq r   و

 0 r b 
 :كما تبرهن المساواة

 

 

;

;

PGCD a b

PGCD b r
 

 :نبرهن أن 

 

 

;

;

PGCD ka kb

kPGCD a b
 

 :و أن

 ;PGCD a b d

 :يكافئ

 'a da  و 'b db

أوليان  b'و  a'مع 

 .فيما بينهما

القاسم  مفهوم توسيع -

 .المشترك الأكبر إلى 

يمكن اقتراح أنشطة  -

 :من النوع

إيجاد الأعداد 

إذا  b و aالصحيحة 

أعطي  ;PGCD a b 

 .b و aو علاقة بين  

يمكن اقتراح  -

مشكلات من الواقع 

مثل تبليط أرضية 

مستطيلة الشكل ، 

متوازي )رصف علب 

في ( مستطيلات

متوازي )صندوق 

ذو أبعاد ( مستطيلات

  ...معلومة، 

 

 Z القسمة الاق ليدية في/ 2  شاط                     ن
  في   الاق ليدية القسمة1.2 

 
، توجد bو من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم aمن أجل كل عدد صحيح                         

q,وحيدة   ثنائية  r من الأعداد الصحيحة حيث  :a bq r    0و r b. 
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 :تمهيد

لدينا  25 3 7 4   0لدينا  4والباقي هو  7هو  3على  25معناه حاصل قسمة 4 7  

باضافة  3 الى الطرفين نجد  7     0 3 7 4 3 7 7 3 7      اي   0 7 3 25 7 4   

العددان  7 و  3 7  7مضاعفان متعاقبان أو متتابعان للعدد  4

 

 

 

 

 

 
 
 

  تمرين

 بين مضاعفين a، ثم عين أحصر العدد  bعلى العدد الطبيعي  aعين باقي قسمة العدد الصحيح 

 .في كل حالة من الحالات الآتية bمتعاقبين للعدد    

    1 .8159a    52وb    .  2 .725a    91وb        .3 .7361a    47وb 

 : الحل

       1     .  8159 52 156  هو باقي  47و 52على  8159هو حاصل قسمة  156. 47

.   52على  8159قسمة   52 156 8159 52  أي   157 8112 8159 8164   . 

        2 .  725 91 7  .    91على  725هو باقي قسمة  88و 91على 725حاصل قسمة هو  88.7

     91 7 725 91  أي   8 637 725 728   . 

        3 .     7361 47 157 هو باقي  18و 47على  7361هو حاصل قسمة  157. 18

.  47على  7361 قسمة         47 157 7361 47 أي   156  7379 7361 7332 

  :9تمرين 

3nالتي من أجلها يكون العدد  nعيّن الأعداد الصحيحة     7يقبل القسمة على 

 :الحل

3n   3 أي 7يقبل القسمة على 7n k  7 ومنه 3n k   

   :11تمرين 

2التي من أجلها يكون العدد  nعيّن الأعداد الصحيحة  3n   6يقسم . 

 :الحل

2 3n   2أي ان   6يقسم 3n   وبالتالي 6من قواسم ال: 

 2 3 1.2.3.6. 1. 2. 3. 6n       

2 3 1

1

n

n

 


 
لما   

2 3 2

1/ 2

n

n

 


 
لما  

2 3 3

0

n

n

 



 الخ........

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  التفسير الهندسي  1

 صحيح لعدد مضاعفين متعاقبين ين دعد حصر  2.2
 

0 b 2b …… qb b((q+1 a 

r+ 

b+ 

 ، توجد ثنائية bدومو من أجل كل عدد طبيعي غير مع aمن أجل كل عدد صحيح   :خاصية

وحيدة ,q r من الأعداد الصحيحة حيث  : a bq r    و 0 r b.  و   1bq a b q 
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PGCD  يعنيplus grand commun divisiseur 

a  نرمزِ بـ .  عدد طبيعي غير معدوم
aD  إلى مجموعة قواسم العددa . 

 

 

  

 

 

 مثال
10

15

10 15

1;2;5;10

1;3;5;15

1;5

10;15 5

D

D

D D

PGCD

 

 :ملاحظات
 ;PGCD a a a 1و; 1PGCD a 

 0;PGCD a a  (a  غير معدوم. ) 

 .مجموعة القواسم المشتركة لعددين طبيعيين غير معدومين هي مجموعة قواسم قاسمهما المشترك الأكبر

  تطبيق

 .عددا  صحيحا  nليكن ( 1

5ليكن العددان الصحيحان         2a n 2و 3b n. 

 .19يقسم العدد  bو  aأثبت أن كل قاسما مشتركا للعددين 

 :الحل   

5يقسم  dو منه.  bو aقاسم مشترك للعددينdليكن      2b a  أيd   يقسم 

       5 2 3 2 5 2n n  

 . 19يقسم  dأي  

 
 

 

 

  

 
  :نالبرها

PGCD;نضع   a b d  و; 'PGCD b r d. 

aنعلم أن    bq r  حيثq  و منه . عدد طبيعيr a bq . 

d  يقسمb  وبالتاليd  يقسمbq وd  يقسمa  إذنd  يقسمa bq  أيd  يقسمr. 

 . rو  bقاسم مشترك للعددين  dو منه         

'd  يقسمb  وبالتالي'd  يقسمbq و'd قسم يr  إذن'd  يقسمbq r  أي'd  يقسمa . 

 .  bو  aقاسم مشترك للعددين  d'و منه            

  rو  b مجموعة القواسم المشتركة للعددينهي نفسها  bو aمجموعة القواسم المشتركة للعددينإذن 

d'وبالتالي        d  ي أ; ;PGCD a b PGCD b r . 

 

 

 اسم المشترك الاكبر لعددين طبيعينالق 2.2
 

                           a وb عددان طبيعيان غير معدومين .aD وbD  مجموعتا قواسمa وb  على

a.الترتيب  bD D هي مجموعة القواسم المشتركة للعددينa وb .  يسمى أكبر عنصر من

aالمجموعة  bD D  بالقاسم المشترك الأكبر للعددينa وb . ِو نرمز له ب;PGCD a b    

 اسم المشترك الاكبر لعددين طبيعينالق خواص  2.2
 

                         a وb  عددان طبيعيان غير معدومين  حيثa b. r  باقي قسمةa  علىb  

  ; ;PGCD a b PGCD b r 
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a وb  عددان طبيعيان  غير معدومين و حيثa b . بقسمةa  علىb  1نحصل على 1a bq r 

brو 0     حيث
1q  و

1r  عددان طبيعيان. 

1إذا كان      0r  ( أيb  يقسمa   ) فإن;PGCD a b b . 

1إذا كان      0r   1فإن; ;PGCD a b PGCD b r . نقسمbعلى
1r  نحصل على

1 2 2b rq r                    120و rr   2حيثq  2وr  عددان طبيعيان. 

إذا كان     
2 0r  ( أي

1r  يقسمb   ) 1فإن 1; ;PGCD a b PGCD b r r . 

2إذا كان      0r   1فإن 1 2; ; ,PGCD a b PGCD b r PGCD r r . 1نقسمr

1             نحصل على  2rعلى 2 3 3r r q r 230و   rr   حيث
3q  3وr  عددان طبيعيان. 

 :آخر باقي غير معدوم وعليه nrونسمي . نواصل هكذا حتى نجد باقيا معدوما     

      1 1 2; ; ; ... ;0n nPGCD a b PGCD b r PGCD r r PGCD r r. 

    .مية إقليدسخوارز هذه الطريقة لإيجاد القاسم المشترك الأكبر لعددين طبيعيين تسمى    
 

 

  

 

تعيين :مثال  1631,932PGCD. 

        

1631 932 1 699

932 699 1 233

699 233 3 0

  

  

  

: و منه    1631;932 233PGCD                 

 :الحالات الآتية  في كل حالة من bو  aعين القاسم المشترك الأكبر للعددين  :مثال
1 .8700a  9150وb . 
2 .691a   2007وb . 
3 .1500a   250وb . 
ن استعمال خوارزمية إقليدس و وضع لحساب القاسم المشترك الأكبر لعددين صحيحين يمك :طريقة

 النتائج في جدول 
 : الحل   

    1.                     

 3 19 1  الحاصل

 151 451 8711 9151 المقسوم و القاسم

 1 151 451  الباقي

    2.                     

 3 1 7 2 9 1 2  الحاصل

 1 3 4 31 66 625 691 2117 المقسوم و القاسم

 1 1 3 4 31 66 625  قيالبا

    3.                     

 6  الحاصل

 251 1511 المقسوم و القاسم

 1  الباقي

 

 

9150;8700:   إذن  150PGCD 

. 

 

:   إذن     

691;2007 1PGCD

 .  

 

250;1500:   إذن     250PGCD 

. 

 

 خوارزمية اق ليدس2.2
 

هو آخر باقي غير  bو  aالقاسم المشترك الأكبر لعددين طبيعيين غير معدومين                          

 . معدوم    في سلسلة    قسمات خوارزمية إقليدس
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في كل حالة من الحالات  bو aعين القاسم المشترك الأكبر للعددين الصحيحين   75ص 33تمرين 

350aأ ـ :التالية    252وb   .    126ب ـa  735وb   .  138جـ ـa   575وb  

. 

350aأ ـ       ينادل   الحل   252وb   . اي   252, 350 252,350PGCD PGCD   

ومنه 

 

350 252 1 98....252 98 2 56

98 56 1 42....56 42 1 14

42 14 3 0.... 350, 252 14PGCD

     

     

     

 

126aب ـ   735وb   . 

اي . 735,126PGCD  

ومنه 
 

 

735 126 6 21....126 21 6 0

735,126 21PGCD

       

 
 

138aجـ ـ    575وb  

اي  575, 138PGCD  

ومنه 
   

 

575 138 4 23.... 138 23 23

23 23 1 0........ 575, 138 23

6 1

PGCD

        

    


 

5 2 3 2 5 2n n   أيd  19يقسم . 
 

 

  

 

PGCD;نضع :البرهان a b d و; 'PGCD ka kb d .d و'd  عددان طبيعيان  غير

قاسم  kdو بالتالي kbيقسم kdو منه  bيقسم  ka.dيقسم kdو منه  aيقسم  d.  معدومين

يقسم kdأي kbو kaيقسم القاسم المشترك الأكبر للعددين  kdإذن  kbو kaمشترك للعددين 

'd ومنه يمكن كتابة 

              ' 'd k kd  حيث'k عدد طبيعي. 

k'و منه .  kbو kaيقسم  d'كذالك        kd   يقسمka وkb  و بالتالي'k d  يقسمa وb  

k'وبالتالي   d       اسم المشترك الأكبر للعددين يقسم القa وb  و بالتالي' 1k  . ومنه'd kd . 

;إذن                ;PGCD ka kb k PGCD a b. 

عين  57ص  35تمرين  54,82PGCD  القاسم المشترك الأكبر للعددين ثم استنتج

 5400,8200PGCD . 

ينادل   الحل

 

82 54 1 28....54 28 1 26

28 26 1 2....26 2 13 0

82,54 2PGCD

     

     



 

   54,82 54 100,82 100 200PGCD PGCD    

 

 

 

 

                           a وb عددان طبيعيان غير معدومين . 

 1قاسمهما المشترك الأكبر يساوي  إذا و فقط إذا كان أوليين فيما بينهما bو aيكون العددان    

;PGCD a b    

ملاحظة

 735 126 5 r     

0r الحاصل سالب نضيف

لان    1له 0 r b 

                         a وb  عددان طبيعيان  غير معدومين.k عدد طبيعي غير معدوم. 

                 ; ;PGCD ka kb k PGCD a b 
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ثمّ استنتج  82على  1399أحسب باقي قسمة العدد  75ص  33تمرين  1399,82PGCD . 

لدينا   الحل
 1399 17 82 0.6097560976 82

1399 17 82 5

   

  
 5هو  82على  1399العدد باقي قسمة  

اذن    1399,82 82,5PGCD PGCD 

 اوليان فيما بينهما اذن 82,5العددان  1399,82 1PGCD  

 

 

  

 

 
 :البرهان

a وb عددان طبيعيان  غير معدومين وd قاسمهما المشترك الأكبر. 

a'نضع      da  و'b db  

و منه             
; '; '

'; '

d PGCD a b PGCD da db

d PGCD a b
 

;':غير معدوم فإن  dبما أن             ' 1PGCD a b  

;'نعتبر . المسألة العكسية     ' 1PGCD a b . 

     ; '; 'PGCD a b d PGCD a b d 

 :تطبيق

1440a  448وb   بين ان 1440,448 32PGCD  

 الحل

 

1440 448 3 96....448 96 4 46

96 46 1 23....46 23 2 0

1440,448 32PGCD

     

     



 

 
 

 

 

  

 
 

 

  

 
  :ملاحظة

a وb عددان صحيحان غير معدومين. 

PGCD;فإن  aيقسم bإذا كان             a b b 

a;عين كل الثنائيات  تطبيق   b  من الأعداد الطبيعية غير المعدومة حيث: 

                                    
66

; 6

a b

PGCD a b
    

 : الحل   

6نضع      'a a  6و 'b b  حيث'a و'b  عددان أوليان فيما بينهما.                     

     66a b  6تعني ' 6 ' 66a b  و منه' ' 11a b  

                          a وb  عددان طبيعيان  غير معدومين.d قاسم مشترك للعددينa وb . نضع

'a da  و'b db :   يكونd  القاسم المشترك الأكبر للعددينa  وb  إذا و فقط إذا

 .أوليين     فيما بينهما b'و a'كان العددان الطبيعيان

    

 

 

 تمديد المشترك الاكبر لعددين صحيحين2.2
 

                              a وb القاسم المشترك الأكبر   . عددان صحيحان غير معدومين 

d;حيث dهو العدد الطبيعي الوحيد  bو aللعددين   PGCD a b  . 

 
                         a وb  عددان صحيحان غير معدومين.k عدد صحيح غير معدوم. 

                 ; ;PGCD ka kb k PGCD a b 
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      '; ' 1;10 , 2;9 , 3;8 , 4;7 , 5;6 , 6;5 , 7;4 , 8;3 , 9;2 , 10;1a b 

    

 :و منه مجموعة الحلول هي   

      
6;60 , 12;54 , 18;48 , 24;42 , 30;36 , 36;30 ,

42;24 , 48;18 , 54;12 , 60;6
 

a;عين كل الثنائيات  تطبيق b  من الأعداد الطبيعية غير المعدومة حيث: 

                                                     
900

; 5

a b

PGCD a b
   

 : الحل   

5ضعن      'a a  5و 'b b  حيث'a و'b  عددان أوليان فيما بينهما.                     

     900a b  5تعني ' 5 ' 900a b  و منه' ' 36a b  

      '; ' 1;36 , 4;9 , 9;4 , 36;1a b 

180;5: و منه مجموعة الحلول هي       , 20;45 , 180;5 , 45;20 

      448و  1440عين القاسم المشترك الأكبر للعددين  تطبيق

 الحل   

   1440; 448 1440;448PGCD PGCD  

1440ن يمكن الملاحظة أ    32 448و  45 32 14  

   1440;448 32 45;14PGCD PGCD  

               14PGCD;45لنحسب     

 2 1 4 3  الحاصل

 1 2 3 14 45 المقسوم و القاسم

 1 1 2 3  الباقي

14;45:   إذن      1PGCD . 

    1440;448 32 45;14 32PGCD PGCD 

;1440و منه      448 32PGCD 

 75ص  34.31. 33 تمارين 

عيّن كل الثنائيات  ,a b من الأعداد الطبيعية التي تحقق الشرطين المقترحين 

       
 

360

, 6

ab

PGCD a b





       

 الحل

 

72

, 9

a b

PGCD a b

 



لدينا   , 9PGCD a b   ومنه

9

9

a x

b y





حيث  

 

 

,

, 1

x y

PGCD x y

 




 

72a b  9ومنه 9 72x y   8أي انx y  

الثنائيات هي 
         

       

0;8 ; 1;7 ; 2;6 ; 3;5 ; 4;4
,

; 5;3 ; 6;2 ; 7;1 ; 8;0
x y

 
 

 
 
 

الثنائية الغير مؤطرةمرفوضة  

قق لانها لا تح , 1PGCD x y  

ومنه
          
          

, 1;7 ; 3;5 ; 5;3 ; 7;1

, 9;63 ; 27;45 ; 45;27 ; 63;9

x y

a b





 

 

2 2 825

, 5

a b

PGCD a b

  


  

72

, 9

a b

PGCD a b

 



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 

360

, 6

ab

PGCD a b





لدينا   , 6PGCD a b   ومنه

6

6

a x

b y





حيث  

 

 

,

, 1

x y

PGCD x y

   




 

360ab  36ومنه 360xy   10أي انxy  

الثنائيات هي          , 2;5 ; 1;10 ; 5;2 ; 10;1x y   تحقق ات الثنائيكل , 1PGCD x y  

ومنه          , 6;60 ; 12;30 ; 60;6 ; 30;12a b  

 

2 2 825

, 5

a b

PGCD a b

  



لدينا   , 5PGCD a b   ومنه

5

5

a x

b y





حيث  

 

 

,

, 1

x y

PGCD x y

   




 

2 2 825a b  ومنه   825a b a b    أي ان   33x y x y   

لاحظ ان  ,x y     0ومنهx y  أيx y 

يالممكنة هالثنائيات لدينا              , 1;33 ; 33;1 ; 11;3 ; 3;11x y x y    

 وبالتالي  عند 1;33  33ومنهx y  1وx y    17أيx   16وy  

وبالتالي  عند  33;1  1ومنهx y  33وx y    17أيx   16وy   مرفوض 

عند وبالتالي   11;3  3ومنهx y  11وx y    7أيx   4وy   

وبالتالي  عند  3;11  11ومنهx y  3وx y    7أيx   4وy   مرفوض 

مرفوض لان  ,x y    

ومنه       , 17;16 ; 7;4x y  

اي      , 85,80 ; 35;20a b  

 75ص  34 رين تم

 .81ثم مجموع قواسم 8وع قواسم العددمجم أحسب( 1

8ما هو عدد قواسم العدد ( 2 81 ؟ 

 الحل

   8 1,2,4,8D   15هو  8مجموع قواسم 

481 3  81لها خمس قواسم هي 1,3,9,27,81D  121مجموعها هو 

8عدد قواسم     81  3لدينا 48 81 2 3    قاسم  21عدد القواسم هو 

8طريقة البحث عنها هي  81 2 3n p    0,1,2,3وn   0,1,2,3,4وn  

2 1 2n
 

81 27 9 3 1 81 27 9 3 1 3p
 

162 54 18 6 2 81 27 9 3 1 D 

 

8 4 2n
 

81 27 9 3 1 81 27 9 3 1 3p
 

648 216 72 24 8 324 108 36 12 4 D 

حتى يكون  nكيف يمكن اختيار العدد الطبيعي ( 1   75ص  34 رين تم
2

1

n

n




 .عددا صحيحا  

,  3و 2قاسمين أوليين فقط هما  aحيث من بين قواسم العدد aعين الأعداد الطبيعية  (2

  aهو ثلاث مرات عدد قواسم العدد 2aسم وعدد قوا

3)  
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يكون  الحل
2

1

n

n




;2اذا وفقط اذا كان  .عددا صحيحا   1 1PGCD n n n 

نجري الخوارزمية نجد 
1

2
1

1

3

n
n

n





;2اذن   1 1;3 1PGCD n n PGCD n n 

;2ومنه  1 1;3PGCD n n 

عين كل الثنائيات 75ص  75 رين تم ;x y  من الأعداد الصحيحة التي تحقق

4 12 0xy y   . 

 :الحل

في المستوي المنسوب إلى معلم ، نعتبر75ص  71 رين تم
fC منحني الدالةf  المعرفة على المجموعة

   3;1 1;3D     بِـ  : 
22 3 3

1

x x
f x

x

 



 .  

xحتى يكون من أجل كل  aعين العدد الحقيقي ( 1 D ،  2 1
1

a
f x x

x
  


 

 .التي إحداثيتيها أعداد صحيحة  fCعين نقط المنحني ( 2

 :الحل

،  kبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم . عدد طبيعي  x رين تم

  2 11 1 ... 1k kx x x x x       

 .  nيقسم  dن طبيعيان غير معدومين حيث عددا nو dأ ـ . 2

1da، العدد  aبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم    1يقسم العددna  . 

20102ب ـ استنتج أن العدد  1  9ثم على  63ثم على  7يقبل القسمة على . 

أ ـ عين . 3 63;60PGCD . 

: ب ـ بين أن    63 60 3 31 1 1a a a a     . 

:جـ ـ برهن أن  63 60 31; 1 1PGCD a a a    . 

: د ـ استنتج القيمة لِـ  63 602 1;2 1PGCD   . 

 75ص  66 رين تم

 ؟ 72على  71ما هو باقي القسمة الأقليدية للعدد 

 75ص  67 رين تم 

 .سطرا  4351كتاب مكتوب عليه 

 .سطرا ماعدا الصفحة الأخيرة ناقصة  34كل صفحة تحمل 

 ما هو عدد الأسطر الموجودة على الصفحة الأخيرة ؟

 75ص  68 رين تم 

100100حيث  kعلما أنه يوجد عدد طبيعي  13 35k   . 13على100100عين باقي قسمة . 

 75ص  69 رين تم 

 .12و  8هما على التوالي  17على  nو mقليدية لكل من العددين الباقيان للقسمة الأ

mعين بواقي القسمة الأقليدية لكل من الأعداد  n   ،m n 2وm  17على . 

 75ص  70 رين تم 

 .مساويا لمربع الحاصل  43الذي يكون باقي قسمهها على  nعين الأعداد الطبيعية عير المعدومة 

 75ص  71 رين تم 

 .إلى أيام ، ساعات ، دقائق وثوان ( ثانية) 241312sأ ـ حول 
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 .PGCDحل مشكلات بتوظيف 

1.) X  عدد طبيعي برهن انه من اجلk  

  2 2 11 1 ..... 1k k kx x x x x x       

2.) . .a n d  اعداد طبيعية غير معدومة وd  يقسمn  برهن انه مهما كانa  فان

    1 1d na a 

20102ان استنتج  (.3  9ثم على  63ثم على  7يقبل القسمة على  1

عين  (.4 63,60PGCD 

ان بين  (.5       63 60 3 31 1 1a a a a 

ان برهن  (.6    63 60 31; 1 1PGCD a a a 

استنتج  (.7  63 602 1;2 1PGCD 

 الحل
1.) X  عدد طبيعي برهن انه من اجلk  بالنشر نجد 

2 1 2 2 1..... 1 ..... 1k k k k kx x x x x x x x x           
2.) . .a n d  اعداد طبيعية غير معدومة وd  يقسمn  برهن انه مهما كانa  فان

    1 1d na a 

20102ان ج ااستنت (.3  9ثم على  63ثم على  7يقبل القسمة على  1

ا لدين   
6702010 32 1 2 1 

عين  (.4 63,60PGCD 

ان بين  (.5       63 60 3 31 1 1a a a a 

ان برهن  (.6    63 60 31; 1 1PGCD a a a 

استنتج  (.7  63 602 1;2 1PGCD 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :يمكن اقتراح أنشطة من النوع -

إذا أعطي  b و aإيجاد الأعداد الصحيحة  ;PGCD a b   و علاقة بينa و b. 

متوازي )يمكن اقتراح مشكلات من الواقع مثل تبليط أرضية مستطيلة الشكل ، رصف علب  -

 ... ذو أبعاد معلومة، ( متوازي مستطيلات)في صندوق ( مستطيلات

 حل مشكلات2.2
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 :3نشاط 

 .وظيف المضاعف المشترك الأصغر و خواصه لحل مسائل من الواقعيهدف هذا النشاط إلى ت 

 

 .نريد تصفيف تلاميذ ثانوية في الساحة

و عندما  49تلميذا يبقى  51و عندما ننش ئ صفوفا ذات    44تلميذا يبقى  45عندما ننش ئ صفوفا ذات  

 .74تلميذا يتبقى  75ننش ئ صفوفا ذات 

 . 1511و 1111محصور بين  Nعدد تلاميذ الثانوية علما أن  Nأحسب 

 

 حـــــل

 . n، باقي قسمته على nنعلم أن كل عدد، يوافق بترديد 

: إذن 44 45N   و 49 50N  و 74 75N   

 :نحصل على( خواص الموافقات) 1وبإضافة العدد  

 1 0 45N    و 1 0 50N   و 1 0 75N   

1Nوهذا يعني أن العدد     فهو مضاعف مشترك لها،  75، 51، 45يقبل القسمة على كل من الأعداد

 .وبالتالي مضاعف للمضاعف المشترك الأصغر لها

(75;50;45)   : لدينا  5 (9;10;15) 5 (9 2 5)PPCM PPCM       

(75;50;45):    وبالتالي 450PPCM  1ومنه 450N k      حيثk  عدد طبيعي غير

 .معدوم

1000لكن   1500N  

999إذن    450 1499k    

وبالتالي  
999 1499

450 450
k   

فنجد   2,22;3,332k  3و منهk   

450وبذلك نحصل على  3 1N      1349أيN  
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ــــــة ــــــــــــــــــــــ  : المـؤسـســــــــــــــــ

 : السنة الدراسية

ــــــــــــــــــــــــخ  :    التاريــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :توقيت الحـــصة 

ــــــــــــــــــــــــــــــالمستـ  الثالثة رياضيات            :ـــــوى ـــــــــــــــــ

 الاعداد والحساب            :التعلم دانـــــــــــــــمي

 Zالقسمة في قابلية       :التعلمية الوحدة

 توظيف مشكلات من الواقع        :موضوع الحصة 

 .PGCDحل مشكلات بتوظيف       :المكتسبات المسههدفة

 التعليمات والتوجيهات (س         ير الحصة)الإنجاز الأنشطة المقترحة وطبيعتها
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
1.) X  عدد طبيعي برهن انه من اجلk  

  2 2 11 1 ..... 1k k kx x x x x x       

2.) . .a n d  اعداد طبيعية غير معدومة وd  يقسمn  برهن انه مهما كانa  فان

    1 1d na a 

20102ان استنتج  (.3  9ثم على  63ثم على  7يقبل القسمة على  1

عين  (.4 63,60PGCD 

ان بين  (.5       63 60 3 31 1 1a a a a 

ان برهن  (.6    63 60 31; 1 1PGCD a a a 

استنتج  (.7  63 602 1;2 1PGCD 

 الحل
1.) X  عدد طبيعي برهن انه من اجلk  بالنشر نجد 

2 1 2 2 1..... 1 ..... 1k k k k kx x x x x x x x x           
2.) . .a n d  اعداد طبيعية غير معدومة وd  يقسمn  برهن انه مهما كانa  فان

    1 1d na a 

20102ان ج ااستنت (.3  9ثم على  63ثم على  7يقبل القسمة على  1

ا لدين   
6702010 32 1 2 1 

عين  (.4 63,60PGCD 

ان بين  (.5       63 60 3 31 1 1a a a a 

ان برهن  (.6    63 60 31; 1 1PGCD a a a 

استنتج  (.7  63 602 1;2 1PGCD 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

يمكن اقتراح أنشطة  -

 :من النوع

إيجاد الأعداد 

 b و aالصحيحة 

إذا أعطي 

 ;PGCD a b  و

 .b و aعلاقة بين  

يمكن اقتراح  -

مشكلات من الواقع 

مثل تبليط أرضية 

مستطيلة الشكل ، 

متوازي )رصف علب 

في ( مستطيلات

متوازي )صندوق 

ذو أبعاد ( مستطيلات

 ... معلومة، 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مشكلاتحل   شاط                     ن
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 :نشاط

 .وظيف المضاعف المشترك الأصغر و خواصه لحل مسائل من الواقعيهدف هذا النشاط إلى ت 

 .نريد تصفيف تلاميذ ثانوية في الساحة

و عندما  49تلميذا يبقى  51و عندما ننش ئ صفوفا ذات    44تلميذا يبقى  45عندما ننش ئ صفوفا ذات  

 .74تلميذا يتبقى  75ننش ئ صفوفا ذات 

 . 1511و 1111محصور بين  Nعدد تلاميذ الثانوية علما أن  Nأحسب 

 حـــــل

 . n، باقي قسمته على nنعلم أن كل عدد، يوافق بترديد 

: إذن 44 45N   و 49 50N  و 74 75N   

 :نحصل على( خواص الموافقات) 1وبإضافة العدد  

 1 0 45N    و 1 0 50N   و 1 0 75N   

1Nوهذا يعني أن العدد     فهو مضاعف مشترك لها،  75، 51، 45يقبل القسمة على كل من الأعداد

 .وبالتالي مضاعف للمضاعف المشترك الأصغر لها

(75;50;45)   : لدينا  5 (9;10;15) 5 (9 2 5)PPCM PPCM       

(75;50;45):    وبالتالي 450PPCM  1ومنه 450N k      حيثk  عدد طبيعي غير

 .معدوم

1000لكن   1500N  

999إذن    450 1499k    

وبالتالي  
999 1499

450 450
k   

فنجد   2,22;3,332k  3و منهk   

450وبذلك نحصل على  3 1N      1349أيN  

 

 

 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 


