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1.IK�����

��و���������א� �
01 �����א� :   

 ����	

ف �������)∆(����
 ا��
;1;2) ا� 1) (1; 1;2),u A− −
��

�� �����  . ���ع 

1.  ����	

%�$ و"���� �!�  ).∆(أآ�& 

�+�* أن ا����� .2(0; 4;3)B − ����	

. إ�, ا���� / )∆.( 

 ).∆( B ,!5 7	�6 ا����� 4�5H إ23ا��1ت ا�����  .3

 ).∆( 45 ا �
	���� Bا"���8 ��2 ا�����  .4


%�$ و .5�
	���� أآ�& !� ����")AB. ( 


	������אل���
�� 4:   

1)����
 ا����� 2 ; 1 ; 2 )M t t t+ − + − :�3  :t  ��2ا�;4 ا��25د ���3.، و h ,!5 �>
�
): �ـ ℝ ا� )h t BM=.  

)أآ�& ��5رة  . أ )h t ��/2� t.  

 :4��t 47 ℝ أ�� 47 أ�B آB   . ب
2

6 6
'( )

6 12 11

t
h t

t t

+=
+ +

.  


ات ا�2ا�� .�ـ�C�  . h�B; �2ول 


� .د�E 8���"ا t!. 47 أ���ا �F �>�	
�ن ا�;� BM4;
G �7 
CHأ .  
  ).∆( وا�
	���� B وا�
	�<� ��4 ا����� �E hرن ��4 ا���
� ا�+�G2 �!2ا�� .هـ

2.IK�����
��و���������א� �
02 �����א� :   

�ي �	
!� ���
) P(أآ�& ��7د�� دG;�رJG يK�ا�����ا B( 1;4;2)A ;1;2)، و− 3)n −
���

�� .
L�� .  

03 �����א� :   

 ا���6����( 1;1;2) ; (0;3; 1)B A− ;0;3)و− 2)C −.  

�C�G و4��A ،B أن ا���6  .1�	4 7����ي  .2     . �	
!�  ��� ).ABC(أآ�& ��7د�� دG;�ر

04 �����א� :   
 
(1;0;4)ا�������6 ; ( 1;3;2) ; (2;1;1)C B A− (2;1:2)وD.  

�يD و4��A ،B ،C أن ا���6  .1�	

. إ�, �MN ا���� .  

�ي  .2�	

%�$ و"���� �!� ).ABC(أآ�& 

�ي  .3�	
!� ��� ).ABC(ا"���8 ا�
��د�� ا�G2;�ر

05 �����א� :   

 ا������4 ����A و B :�3 :(1; 1;3) ; (4;1;2)B A−.  

��5 ا���6 •
P7 4�5 M :�+� :MA MB=.  

3.IK�����
#�"�!	� ��א��W� �

06 �����א� :   
�ي �	

 ا�����)P ( �����72د 3 0x y z− + + ;1) وا����� = 1;0)A −.  

�ي 4�5A ��2 ا�����  .1�	
  ).P( 45 ا�

;7;4)هB ا����� .2 4)B �ي  −�	

. إ�, ا����)P(؟ 
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07 �����א� :   

ض N� ي��	
��7:3د��� ) P(ا� 1 0x y z+ − + ;1;3)، وا�����= 2)A −.  

�ي A 7	�6 ا����� 4�5H إ23ا��1ت ا����� �	
  ).P( 5!, ا�

08 �����א� :   
 
�ي �����	
��7:4د��� ) P(ا� 2 3 0x y z− + − )��، وا���= 1;2;1)A −.  

)��4 أن ا����� )1 5 5
; ;

3 3 3
H �����6 ا�	ه. 7A  ي��	
  )..P(5!, ا�

4.IK%&
��Wא�(�%�و ��)�'��א� �
09 �����א�:   

 M�F�) ���� إ23ا��1 ; ; )x y z ������د/ت ا��
�+�* ا�:  

��5 ا���6 
P7 ���3 B4�5 <. آM ه�
H��5ة  وU�

  :ا�
2 2 2

2 2 4 10 0x y z x y z+ + − + + − =)................................1(  
2 2 2

6 2 2 15 0x y z x y z+ + + − − + =)................................2(  
2 2 2

4 8 2 21 0x y z x y z+ + − + + + =)................................3(  
2 2 2 2

2 2 2 2 4 2 2 4 9 0x y z x y z m m+ + − − + − + + = ...).....4(  

5.IK*�
�����+,��-W� �
10 �����א�:   

4�
���	

 ا�����
1

( و∆(
2

( )∆ 4����"�
� ا�F!�%
�� 4�>
�
  :ا�

1
( )∆:

1

3

2 3

x

y

z

λ

λ

λ

= − 


= + 
= + 

2
: ( ) ; ;λ∆ ∈ℝ

2 2

1 2

4 6

x t

y t

z t

= − + 


= − − 
= − 

;t ∈ℝ  

1 .WX���أدرس 
1

( و∆(
2

( )∆.  

�ي �  دG;�ر���أآ�& ��7د��. 2�	
!)P (يK�اB
JG 
1

( و∆(
2

( )∆.  

11 �����א�:   
 4�
���	

 ا�����)D (و)D' ( 4����"�
� ا�F�!�%
�� 4�>
�
  :ا�

)D: (
2 3

1

3 2

x

y

z

λ

λ

λ

= − 


= + 
= − + 

 : ( ') ; ;D λ∈ℝ

3 2

6 2

3

x t

y t

z t

= + 


= + 
= − − 

;t ∈ℝ.  

1 . WX���  ).')DوD ((أدرس 

�ي . 2�	
!� ���
Q ( B(أآ�& ��7د�� دG;�رJG يK�ا)D (و)D'.(  

6.IK������+,��-*W� �
12 �����א�:   

�ي �	

 ا�����)P ( ���ي ��7دK�2:ا 3 7 0x y z− + + �ي =�	
3:ا�Kي ��7د��� ) Q(، وا� 6 9 17 0x y z− + + =.  

1.4��
L���4�5 ا��J�آ��ت ا
7 4�5 n
���

n' و
���

4�G��	
!� ( )Pو( )Q  

) أدرس ا��WZ ا��	�. �ـ.2 )Pو( )Q  

13 �����א�:   

 4�G��	

 ا�����( )Pو( ')P &��

� 5!, ا��F���د��
� 4�>
�
  :ا�
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2 4 0x y z+ − + 2 و= 3 1 0x y z− + − =  

)��4 أن .1 )Pو( ')P4�Gاز��7 
�\.  

2. Bه( )Pو( ')P27���7ان ؟ 

)��4 أن .3 )Pو( ')P ����	7 *>ن و��X���7)∆ (ـ�ة U�


 ا�H����4 ا����
%�B و"��. �� �1 � 4���� &!�G) ∆.(  

7.IK*������+,��-W� �

14 �����א�:   

�ي�	

 ا�����( )P ���ي ��7دK�4:ا 3 0x y z− + − = ����	

!� ) ∆(، وا�P��� ف
�7 .��"�
%�!� ا��:  

2

1 3

4

x t

y t

z t

= + 


= − 
= − 

;t ∈ℝ.  

)و) ∆( أدرس ا��WZ ا��	�. �ـ • )P.  

8.IK%�)وא�������W-��,+�א� �

15 �����א�:   

)E ( 6����5 ا�
P7M�F�) إ23ا��1 ; ; )x y z ��د��
�+�* ا�:2 2 2
6 2 4 5 0x y z x y z+ + − + − + =).......1(  

��5 ا���6 .1
P7 4�5 MةU�


ه� ا�H��5و .  

��A(4;1;2) ��4 أن ا�����.2  �5�
P

. إ�, ا��)E. (  

�ي .3�	

M ا�;
ة ) P( أآ�& ��7د�� ا�G يK�ا)E ( �����ا .>A.   


ة B ��;4 ا����� .4�]� A ����!� ��	���� Ω.   

�ي •�	

B ا����� ) Q( 4�5 ��7د�� ا�JG يK�اB.  

16 �����א�:   

1;1)����
 ا�����; 1)A �ي −�	
2:ا�Kي ��7د��� ) P( وا� 2 4 0x y z+ − + =.  

�ي A أ3	& ��2 ا���� .1�	
  ).P( 45 ا�

2.( )Γ 6����5 ا�
P7M�F�) إ23ا��1 ; ; )x y z ��د��
�+�* ا�:2 2 2
2 2 2 6 0x y z x y z+ + − − + − =).....1(  

��5 ا���6 .أ.2
P7 4�5 MةU�


ه� ا�H��5و .  

�ي .ب.2�	

M "�^ ا�;
ة <. ا����� ) P( ��4 أن ا�GB�F��14 إ23ا���� &!�G .  

17 �����א�:   

( )γ 6����5 ا�
P7M�+� �F�  : ا�
��د�� * إ23ا��1
2 2 2

4 2 4 27 0x y z x y z+ + + + − − =).........................1(  

)��4 أن .1 )γه�Uآ
)ه. آ
ة 7 2; 1;2)Ω − 
ه�−�E _`6 و�R =.  

2. ( )P ���ي ��7دK�ي ا��	
2 :ا� 0x y z− + + =. 

)أدرس ا��WZ ا��	�. �ـ. أ.2 )γو( )P.  

) ��4 أن ���WX.ب.2 )γو( )Pه�Uآ

ة 7aه. دا( 3;0;1)A 
ه�−�E _`33 و�r =.  
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	��א�( ���ل��01����(�
�
���א�����א��א������ �


   :01 א���א�����������

1. ��	
��
�ف ����	��) ∆( آ
��� ا�
���� ا������ ��;1;2)ا�� 1) (1; 1;2),u A− −
��

��ع !� �� �� # :  

�ض%!( ; ; )M x y z ن�'�( ،:  

( )M D∈ *(�'+ :AM uλ=
��

  

        ⇔OM OA uλ= +
����� ���� ��

) :∆(، و,�� 
1 2

1

2

x

y

z

λ

λ

λ

= + 


= − + 
= − 

;λ∈ℝ  


0	/ أن ا��	��ا� .2(0; 4;3)B 3 +�
�� إ�1 − )∆: (  

 ��45�:
1 2

1

2

B

B

B

x

y

z

λ

λ

λ

= + 


= − + 
= − 



7م �4 :
0 1 2

4 1

3 2

λ

λ

λ

= + 


− = − + 
= − 

:و,�� ، 

1

2

3

1

λ

λ

λ

= −


= −


= − 

  

3 +�
�� إ�B 1: ��� أن ا�<�
� 3 +	=� ;> و;�5ا، و:�895  )∆.(  

3. @���
, B 1�	C ا��	�� Hإ;5ا��Bت ا��	��  +: )∆: (  

� ض%!( ; ; )H x y z ن�'�( ،:  

(1 2 ; 1 ;2 )H λ λ λ+ − + 2):، و:�895 − 1; 3; 1)BH λ λ λ+ + − −
�����

.  

� @':u BH⊥
�� �����

  :، )�'�ن 

. 0u BH =
�� �����

  *(�'+:2(2 1) 1( 3) 1( 1) 0λ λ λ+ + + − − − 1λ:، و,�� = = ):إذن   .− 1; 2;3)H − −.  

�5 ا��	�� .4� @���+ B ��	
  ) :∆( :@ ا���

2 2 2 2
( 1 0) ( 2 4) (3 3) 1 4BH = − − + − + + − = 5BH:إذن         .+ =.  

6. ��	
��
  ) :AB( آ
��� ا�
���� ا������ �

( ) : ( ; )AB A AB
����

 E�;:( 1; 3;1)AB − −
����

  

�ض%!( ; ; )M x y z ��	
:، )�'�ن  )AB( !	�� ,@  ا���
1

1 3

2

x t

y t

z t

= − 


= − − 
= + 

 ;t ∈ℝ.  

4 ��
�אل	���������:   
)آ
��� :=�رة .أ )h t ��35� t:   

 ��45�:(1 2 ; 1 ;2 )M t t t+ − + 1):، )�'�ن − 2 ;3 ; 1 )BM t t t+ + − −
�����

  

2:و:�895  2 2 2
( ) (2 1) ( 3) ( 1) 6 12 11h t BM t t t t t= = + + + + + = + +  

: ���45 .ب
2 2

12 12 6 6
'( )

2 6 12 11 6 12 11

t t
h t

t t t t

+ += =
+ + + +

.  


ـ. ��'I+  ات ا�5ا����J+ 5ولLh   : 
1

'( ) 0

( )
5

t

h t

h t

−∞ − + ∞

− +  

�ى :�h 5 ا�5ا�� .دJN �45; ���O �=	+ 1–�Q
��O 5.  
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   :02 א���א�����������

����)  :א�� 1;4;2) ; ( ) ; ( ; )A P A n−
���

;1;2)، و 3)n −
���

.  


�ي ��
��د�� د4'�ر+�� �,)P: (  

�ض%!( ; ; )M x y z( ، ن�'�:( 1; 4; 2)AM x y z+ − −
�����

  :، و:�895 

n AM⊥
��� �����

 *(�'+ :. 0n AM =
��� �����

.  

        ⇔2( 1) 1( 4) 3( 2) 0x y z+ + − − − 2:ه� ) P (، و,�� ,��د��= 3 4 0x y z+ − + =.  

�����������:  

��د�� ا���
�ي,) P ( 2:ه� 3 4 0x y z+ − + = @'� ،:  

( )A P∈ *(�'+ :2 3 0
A A A

x y z d+ − + 4d:، و,�� = = 2:إذن ,��د�� ه�    . − 3 4 0x y z+ − − =.  


   :03 א���א�����������

����)���45 ا��	C : א�� 1;1;2) ; (0;3; 1)B A− ;0;3)و− 2)C −.  

1. C	ن أن ا����=+ A ،Bو C �4�
�, @��+ :  

 ��45�:( 1; 2;3)AB − −
����

;3) و 3; 1)AC − −
�����

.  

V;<!:1 أن  2

3 3

− −≠
−

��:�ن:، و:�895 Iا�AB
����

AC و
�����

���W @��=+�, ��X.  

C	أن ا�� ���
�C �4 وA ،B  وه8ا 4�, @��+ �Q( ،��,�	
  .)�� )ABC��( Y ا�

��د�� ا���
�ي .2, @���+ )ABC: (  

�ض%!( ; ;1)n a b
���

  :، )�'�ن 

n AB

n AC

⊥


⊥ 

��� ����

��� : ت آ�)* �����
. 0

. 0

n AB

n AC

=


= 

��� ����

��� �����  

    ⇔
2 3 0

3 3 0

a b

a b

− − + = 


+ + = 
  

    ⇔
3 6 9

3 3

a b

a b

− − = − 


+ = − 
):، و,��  )11 8

( ; ) ;
9 9

a b =.  

):و4'�ن  )11 8 1
( ; ; ) ; ;1 (11;8;9)

9 9 9
a b c = n(9;8;11) :إذن       .=

���
.  

����א����ع�א���������   :�����������! �د�

2 3
2 9 11

3 1

1 3
(1 9) 8

3 1

a

b

=

=

−
= + =

− −

−
= − − =

−
−

                    
1 2 3

3 3 1

a b cn

AB

AC

+ − +

− −

− −

���

����

�����

  

       
1 2

3 6 9
3 3

c
− −

= + =
−

n(9;8;11):إذن           =
���

.  


�ي.2��
��د�� د4'�ر+�� �, ���
) آ )ABC:  


�ي��
��ع ا��� �� �Iا�( )ABC(9;8;11)ه�n
���

 ،  


'�ن ,��د�� ا���
�ي(( )ABC 11:ه� 8 9 0x y z d+ + + =.  
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 @'�:  

( )A ABC∈ *(�'+ :11 8 9 0
A A A

x y z d+ + + =  

             ⇔11(0) 8(3) 9( 1) 0d+ + − + 15d:، و,�� = = −.    

��د��: إذن ,( )ABC11ه� 8 9 15 0x y z+ + − =  


   :04 א���א�����������

����(1;0;4)���45 ا��	C  : א�� ; ( 1;3;2) ; (2;1;1)C B A−(2;1:2) وD.  

1. C	ن أن ا����=+ A ،B ،Cو D ي�

�� إ�1 !%] ا����+ :  

 C	ا��A ،B ،Cو D ن��	�	5 :5دان ;Lإذا و C	(ي إذا و�

�� إ�1 !%] ا����+ x و y E�; :  

AD x AB y AC= +
����� ���� �����

...................................)1(  

 @'�:(2; 1;0); ( 3;2;1)AC AB− −
�����

) و 1;1;1)AD −
�����

  :، )�'�ن 

)1( *(�'+ : 
3 2 1

2 1

0 1

x y

x y

x

− + = − 


− = 
+ = 

):، و,��  ; ) (1;1)x y 
�� إ�1 !%] ا���
�يD وA ،B ،Cا��	C : إذن   .=�+ .  

�����������:  

��د�� ا���
�ي, @���+( )ABC ��	ن أن ا����=+ �B ،Aي�

�� إ�1 ا����+ ( )ABC:  

�ي.2��
) آ
��� ا�
���� ا������ � )ABC:  

�
��: 
3 2

3 4 1 0
2 1

−
= − = − ≠

−
λ: AB، أي أ!� 5L�4 3 :5د ;	�	�  ACλ=

���� �����
.  

AB:إذن 
����

AC و
�����

4 ���
�+=��@ ���W، و���, ��X �4�
����ن ,�( )ABC.  
�ض%!( ; ; )M x y z ن�'�( ،:  

( )M ABC∈ *(�'+ :AM AB ACα β= +
����� ���� �����

  

             ⇔OM OA AB ACα β− = +
����� ���� ���� �����

  

             ⇔OM OA AB ACα β= + +
����� ���� ���� �����

  


�ي��
)ا�
���� ا������ � )ABC:
2 3 2

1 2

1

x

y

z

α β

α β

α

= − + 


= + − 
= + 

2
( ; ) ;α β ∈ℝ  


�ي.3��

�ج ا����د�� ا�45'�ر+�� ��
) ا� )ABC:   
   :ا������
 ]�0!α و β ��35� x و y ض��! �B  د����
�Q�� )� ا����O)3 ( �
  :,@ ا�<�

 ��45�:
3 2 2

2 1

x

y

α β

α β

− + = − 


− = − 
 *(�'+ :

3 2 2

4 2 2 2

x

y

α β

α β

− + = − 


− = − 
2:، و,��  4x yα = + −  

1:و4'�ن  2yβ α= − + 2) :، و,�� + 3 7)x yβ = + +.  
  :و:�895 
1z α= +*(�'+ : 1 2 4z x y= + + −  

       ⇔2 4 0x y z+ − − =.  
��د�� ا���
�ي: إذن ,( )ABC 2:ه� 4 0x y z+ − − =  


  :05 א���א�����������
 C	ا�� �:��>, @���+M E�; :MA MB=1) و; 1;3) ; (4;1;2)B A−  

MA MB= *(�'+ :AM BM=  
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           ⇔2 2AM BM=  
           ⇔2 2 2 2 2 2

( 4) ( 1) ( 2) ( 1) ( 1) ( 3)x y z x y z− + − + − = − + + + −  

           ⇔8 2 4 21 2 2 6 11x y z x y z− − − + = − + − +  

           ⇔3 2 5 0x y z+ − − =.      
3:�
� إذن ,<��:� ا��	C ه� ا���
�ي ا�8ي ,��د 2 5 0x y z+ − − =  

����������:   

�ض %!I^_
�, AB ن�'�( ،:( )5 5
;0;

2 2
Iو ( 3; 2;1)AB − −

����
.  

�:��>, C	ا�� M E�; :MA MB= يه��
),�0ري ,� )P ��I4 ��	ا�� I ،�:��AB ا��� ��و#
����


'�ن، ( �
��د�,:   
3 2 0x y z d− − + + =  

 @'�:  
( )I P∈ *(�'+ :3 2 0

I I I
x y z d− − + + =  

     ⇔15 5
0 0

2 2
d− − + + 5d:، و,�� = )إذن ,��د��    .= )P 3:ه� 2 5 0x y z− − + + =.  


  :06 א���א�����������

;1) ;��ب ��5 ا��	��.1 1;0)A ��د�
� ) P(:@ ا���
�ي −,:2 3 0x y z− + + =.  

( )
2 3 2 1 0 3 6

;( ) 6
6 64 1 1

A AAx y z
d A P

− + − + + +
= = = =

+ +
.  

;7;4) ه� ا��	��.2 4)B 
�� إ�1 ا���
�ي  −�+)P( ؟  

( )
8 7 4 3 0

;( ) 0
6 6

d B P
− − +

= = )ه� !	�� ,@ ا���
�ي Bإذن ا��	��     .= )P.  


  :07 א���א�����������

���@ إ;5ا��Bت ا��	�� +H ��	ا�� C	�, A ي�

1 ا���: )P(.  

 ��	
��
  ).P( و:��دي :
A 1ا�8ي I4�� ا��	�� ) ∆(����@ أو3 ا�<�
� ا������� �

��ع ا���I1;1) ��ا�; 3)n −
���


�ي ��
�) P ( ��	
��
� ��L�
  ).∆(ه� #��ع ا�

 ��	
��
:ه� ) ∆(و:�5 ا�
���� ا������ �
3

; 1

2 3

x t

t y t

z t

= + 


∈ = + 
= − − 

ℝ  

 ��45�:( )H ∈ ∆ *(�'+ :(3 ;1 ; 2 3 )H t t t+ + − −  

( )H P∈ *(�'+ :3 1 0
H H H

x y z+ − + =  

        ⇔(3 ) (1 ) 3( 2 3 ) 1 0t t t+ + + − − − + =  

        ⇔11 11 0t + 1t:، و,�� = =   .H(1;0;2):إذن     .−


  :08 א���א�����������

����   : א��
)���45 ا��	�� 1;2;1)A ��د�
�) P( وا���
�ي −,: 4 2 3 0x y z− + − =.  

) +=��ن أن• )1 5 5
; ;

3 3 3
H ��	ا�� C	�, A ي�

1 ا���: )P.(  


, A 1�	H C+'�ن : )P ( �
  :إذا +0	4 �, /
( )H P∈و AH

�����
n و
���

E�; ���W ن��=+�, n
���

  ).P( !� � ا���
�ي 

 ��45�:  •4 5 10 9
4 2 3 3 3 0

3 3 3 3H H H
x y z− + − = − + − = − ):إذن     .= )H P∈.  
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  •( )1 5 5
1; 2; 1

3 3 3
AH + − −
�����

) :، و,��  )4 1 5
; ;

3 3 3
AH −
�����

.  

  •(4; 1;2)n −
���

.  

 @'�:( )4 1 2 1
; ; (4; 1;2)

3 3 3 3
− = 1:، )�'�ن −

3
AH n=
����� ���

.  

n:و:�895 
���

AH و
�����

���W ن��=+�
1 ا���
�ي A ه� ,�	C ا��	�� H: إذن         .,: )P.(  


  :09 א���א�����������

 �
���@ ,<��:� ا��	C )� آ� ,�� 4+:  
•2 2 2

2 2 4 10 0x y z x y z+ + − + + − =...........................).......1(  

)1( *(�'+ :2 2 2
( 2 ) ( 2 ) ( 4 ) 10 0x x y y z z− + + + + − =   

    ⇔2 2 2
( 1) 1 ( 1) 1 ( 2) 4 10 0x y z− − + + − + + − − =  

    ⇔2 2 2
( 1) ( 1) ( 2) (4)x y z− + + + + =  

;1) ه� آ�ة ,�آ7ه�M,<��:� ا��	C : إذن  1; 2)ω − �ه� −�O ^_!4، وr =.  

•2 2 2
6 2 2 15 0x y z x y z+ + + − − + =................................)...2(  

)2( *(�'+ :2 2 2
( 6 ) ( 2 ) ( 2 ) 15 0x x y y z z+ + − + − + =  

    ⇔2 2 2
( 3) 9 ( 1) 1 ( 1) 1 15 0x y z+ − + − − + − − + =  

    ⇔2 2 2
( 3) ( 1) ( 1) 11 15 0x y z+ + − + − − + =  

    ⇔2 2 2
( 3) ( 1) ( 1) 4x y z+ + − + − =   . ه� ,<��:� M����W,<��:� ا��	C : إذن     .−

•2 2 2
4 8 2 21 0x y z x y z+ + − + + + =............................)........3(  

)3(  *(�'+:2 2 2
( 4 ) ( 8 ) ( 2 ) 21 0x x y y z z− + + + + + =  

    ⇔2 2 2
( 2) 4 ( 4) 16 ( 1) 1 21 0x y z− − + + − + + − + =  

    ⇔2 2 2
( 2) ( 4) ( 1) 0x y z− + + + ;2) ه� ا��	��M,<��:� ا��	C  :إذن       .= 4; 1)ω − −.  

•2 2 2 2
2 2 2 2 4 2 2 4 9 0x y z x y z m m+ + − − + − + + = ........).....4(  

)4(  *(�'+:2 2 2 2 9
2 2 0

2
x y z x y z m m+ + − − + − + + =  

    ⇔( ) ( )
2 2

2 21 1 1 1 9
( 1) 1 2 0

2 4 2 4 2
x y z m m− − + − − + + − − + + =  

    ⇔( ) ( )
2 2

2 21 1 3 9
( 1) 2

2 2 2 2
x y z m m− + − + + − = − −  

    ⇔( ) ( )
2 2

2 21 1
( 1) 2 3

2 2
x y z m m− + − + + = − −  

5��2رس إ#�رة
2 3m m− −   : 2

1 3

2 3 0 0

m

m m

−∞ − − + ∞

− − + − +
  

 �IO���ا�:    •{ }1;3m ∈ − : C	ا�� �:��>,M��	! ه� ( )1 1
;1;

2 2
ω −.  

       •] [1;3m ∈ −:  C	ا�� �:��>,M����W �:��>, ه� .  

       •] [ ] [; 1 3;m∈ −∞ − �آ7ه� دا9�ةه�  M ا��	�� ,<��:� :∪∞+,ω^_!ه� و��O2
2 3r m m= − −.  


  :10 א���א�����������

1.  ��45�:  

1
( ):( ; )A u∆

��
 E�; :(1;3;2)Aو ( 1;1;3)u −

��
.  

�� !:   

( ) ( )

2

2 2

2 2

A x x

x

−

+−

+=

= −

i

i i 
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2
( ):( ; )A v∆

��
 E�; :( 2; 1;4)B − ;2) و− 2; 6)v − −

��
   .  

 �
�:(2; 2;6) 2( 1;2;3)− = − 2v:، )�'�ن − v= −
�� ��

.    

u:إذن 
��

v و
��

�+=��ن ���W و:�895, 
1

( و∆(
2

(   .,@ !%] ا���
�ي∆(

 ه�•
1

( )B ∈   :؟ ∆

1

3

2 3

B

B

B

x

y

z

λ

λ

λ

= − 


= + 
= + 

 *(�'+ :
2 1

1 3

4 2

λ

λ

λ

− = − 


− = + 
= + 

 :، و,�� 
3

4

2

λ

λ

λ

= 


= − 
= 

  


�از�4ن +��,�) ∆'(و) ∆: (ا�<�
� 3 +	=� ;> و;�5ا، و:�895 : إذن ,.  


�ي .2��
��د�� د4'�ر+�� �, ���
  ) :P( آ

��45�( )( ) : ; ;P A AB u
���� ��

) و 3; 4;2)AB − −
����

.  

�ض%!( ; ;1)n a b
���

  :، )�'�ن 

n AB

n u

⊥


⊥ 

��� ����

��� �� *(�'+ : 
. 0

. 0

n AB

n u

=


= 

��� ����

��� ��  

         ⇔
3 4 2 0

3 0

a b

a b

− − + = 


− + + = 
  

         ⇔
3 4 2

3

a b

a b

+ = 


− + = − 
  

         ⇔
3 4 2

3 3 9

a b

a b

+ = 


− + = − 
):، و,��  ; ) (2; 1)a b = ;2):إذن    .− 1;1)n −

���
.  

��د�� ا���
�ي,( )P �'I��� ]
'+ :2 0x y z d− + + =.  
 @'�:  
( )A P∈ *(�'+ :2 0

A A A
x y z d− + + 1d:، و,�� = = −.  

2:ه� ) P(و:�895 ,��د�� ا���
�ي  1 0x y z− + − =.  


  :11 א���א�����������

����  : א��

( ):( ; )D A u
��

 E�; ،:(2;1; 3)A ) و− 3;1;2)u −
��

  

( '):( ; )D B u
��

 E�; ،:(3;6; 3)B ;2;2) و− 1)u −
��

  
1 . hi�	+ درا��)D (و)D'(:   

�
�: u
��

u' و
���

�+=��@ j ���Wن , ��X:3 1

2 2

− ≠.    


�ل ا�<�
� )'D(و) D(:إذن ; @: E0=! kل إ�1 ذ��N�
��ن أو ���� ,@ !%] ا���
�ي و�i�	
, :  
2 3 3 2

1 6 2

t

t

λ

λ

− = + 


+ = + 
 *(�'+ :

3 2 1

2 5

t

t

λ

λ

− − = 


− = 
):، و,��  ; ) (1; 2)tλ = −  

2 3(1) 1 :

1 (1)

1

2

3 2( 1) 1

x

y

z

λ= − = − 


= + = 
= + − = − 

=

−

          
3 2( 2) 1 :

6 2( 2) 2

3 ( 2)

2

1z

tx

y

= + − = − 


= + − = 
= − − − − 

−=

=

  

}:إذن  }( ) ( ') ( 1;2; 1)D D N= − −∩.  

��د�� ا���
�ي .2, ���
  ) :')Dو )D (ا�8ي Q ( ��I4( آ

�ض%!( ; ;1)n a b
���

  :، )�'�ن 
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'

n u

n u

⊥


⊥ 

��� ��

��� ��� *(�'+ : 
. 0

. ' 0

n u

n u

=


= 

��� ��

��� ���  

      ⇔
3 2 0

2 2 1 0

a b

a b

− + + = 


+ − = 
  

      ⇔
3 2

2 2 1

a b

a b

− = 


+ = 
  

      ⇔
6 2 4

2 2 1

a b

a b

− = 


+ = 
):، و,��  )5 1

( ; ) :
8 8

a b =   :، و4'�ن −

( ) ( )5 1 5 1 8 1
( ; ;1) ; ;1 ; ; (5; 1;8)

8 8 8 8 8 8
a b = − = − = ;5):إذن   .− 1;8)n −

���
)، و:�895. ) : ( ; )Q N n

���
.  

@, �
5: ا�I'� و+'�ن ,��د� 8 0x y z d− + + = .  
 @'�:  
( )N Q∈ *(�'+ :5 8 0

N N N
x y z d− + + 15d:، و,�� = =.  

�"���د�� ا���
�ي  : א�#�,)Q ( 5:ه� 8 15 0x y z− + + =.  


  :12 א���א�����������

����   :א��
)ا���
�ي )P �
��د�,:2 3 7 0x y z− + + ��د�
� )Q(ا���
�ي  و=, :3 6 9 17 0x y z− + + =.  

�آ=�ت.1, @���+ n
���

n' و
���

:  

  n
���

) !� � ا���
�ي )P 1):، )�'�ن; 2;3)n −
���

  

  'n
���

)!� � ا���
�ي )Q ن�'�( ،:' (3; 6;9)n −
���

  
2.@�4�
��
) درا�� ا��hm ا���=� � )Pو( )Q:  

�
�: (3; 6;1) 3(1; 2;3)− = ':)�'�ن ، − 3n n=
��� ���

.      
):إذن  )Pو( )Q از�4ن، و4'�ن�
, :  


�� إ�A1 ا��	�� !%�ض�+ ( )P E�; :(1;1; 2)A   :، )�'�ن −

3 6 9 17 3(1) 6(1) 9( 2) 17

3 6 18 17

4

A A A
x y z− + + = − + − +

= − − +

= −

  

):إذن     ≠0              )A Q∉   .���������"�) :א�#� )Pو( )Q�,��+ از�4ن�
,.  


  :13 א���א�����������

����   :א��
( )Pو( ')P ��ه�

��4ن ,��د��, ]�+�

1 ا�::2 4 0x y z+ − + 2 و= 3 1 0x y z− + − =.  

) +=��ن أن.1 )Pو( ')P @�4از�
, ��X:  
 ��45�:  

(1;1; 2)n −
���

� �! ( )Pو' (2; 1;3)n −
���

� �!( ')P 1: )�'�ن 1

2 1
≠

−
n:، و:�895 

���
n' و

���
���W @��=+�, ��X.  

):إذن  )Pو( ')P@�4از�
, ��X.  
) ه�.2 )Pو( ')P 5ان ؟,��
,  

 ��45�:. ' (1)(2) (1)( 1) ( 2)(3) 5n n = + − + − = −
��� ���

):إذن     . )Pو( ')P@45,��
, ��X.  
) +=��ن أن.3 )Pو( ')P ��	
��ن و)/ ,�i�	
4)∆: (  
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��45�( )Pو( ')P ��	
��ن و)/ ,�i�	
, ��Q( ،@�4از�
, ��X)∆ (�� ف��
� �<ا���:
2 4 0

2 3 1 0

x y z

x y z

+ − + = 


− + − = 
.....)I(  

)I(  *(�'+: 
2 4

2 3 1

x y z

x y z

+ = − 


− = − + 
  

  ⇔
1

1
3

2 3 1

x z

y x z

= − − 


= + − 

  

  ⇔

1
1

3
7

3
3

x z

y z

= − − 


= − 


) :∆(، و,�� 

1
1

3

7
3

3

x t

y t

z t

= − −


= − +

= 

t ؛  ∈ℝ.  

� ا����7ة �ـ N���  ) :∆(ا�

)I4�� ا��	��) ∆( 1; 3;0)A − − �Q�L�+ ع��):، و# 1;7;3)u −
��

.  


  :14 א���א�����������
)درا�� ا��hm ا���=� �ـ • )Pو( ')P:   

 ��L�+ ع��;1):ه� ) ∆(���45 # 3; 1)u − −
��

)و!� � A(4;1;2)وI4�� ا��	��،  )Pه�( 1;4; 3)n − −
���

  :، )�'�ن 

. ( 1)(1) (4)( 3) ( 3)( 1) 10 0n u = − + − + − − = − ≠
��� ��

  

n :إذن 
���

u و
��

��,45@، و:�895 
, ��X :) ∆ (و( )P ��	ن )� ا����i�	
4G.  


�ل ا����د��; �:��>, @����Kt L= E�; :K a b cα β γ= + + ، 
0 0 0

( )L ax bn cz d+ +−= +  

 ��45�:  . 10K n u= = −
��� ��

  

( )(2) 4(1) 3(4) 10L = − − + + 10:إذن        .= 10t− 1t:، و,�� = = −.  

}:و:�895  }( ) ( ') (1;4;5)P P F=∩.  


  :15 א���א�����������

1.C	ا�� �:��>, @���+ ( )E E�;:2 2 2
6 2 4 5 0x y z x y z+ + − + − + =.........)1(  

)1( *(�'+ :2 2 2
( 6 ) ( 2 ) ( 4 ) 5 0x x y y z z− + + + − + =  

    ⇔2 2 2
( 3) 9 ( 1) 1 ( 2) 4 5 0x y z− − + + − + − − + =  

    ⇔2 2 2 2
( 3) ( 1) ( 2) (3)x y z− + + + − =        

):إذن  )Eآ7ه��;3)ه� آ�ة , 1;2)Ω �ه� −�O ^_!3:، وR =.  

�� إ�A1 +=��ن أن ا��	�� .2�+ ( )E E�;:(2;1;4)A.  

2 2 2 2
(2 3) (1 1) (4 2) 1 4 4 9AΩ = − + + + − = + + 9:إذن   .= 3AΩ = 
�� إ�A1 ، و:�895=�+ ( )E.  

��د�� ا���
�ي . 3, ���
  ) :P(آ

)P([�4 ( )E �( A q���, :( 1;2;2) , ( )A A PΩ − Ω ⊥
����� �����

  

           q���,:AΩ
�����

  ) P(  !� � ا���
�ي

[ ���P ( �'I(و:�895 ,��د�� ا���
�ي '+:2 2 0x y z d− + + + =.  

 @'�:( )A E∈ *(�'+ :2 2 0
A A A

x y z d− + + + 8D:، و,�� = = −.  

2:إذن ,��د�� ا���
�ي ه�  2 8 0x y z− + + − =.  
��د�� ا���
�ي .4, @���+ )Q: (  

)B ة��r! A ��	�
� �=����� Ω (  q���,:B AΩ = −Ω
����� �����

  
              q���,:( 3; 1; 2) (1; 2; 2)x y z− + − = − ;4):إذن   .− 3;0)B −.  
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�ف ����	�� ) Q(و:�895 ا���
�ي �,Bو BΩ
�����

 E�; �� �! :(4; 3;0)B ;1) و− 2; 2)BΩ − −
�����

.  
 �'I��� ]
'+ �
��د��(:2 2 0x y z d− − + =.  

 @'�:( )B Q∈ *(�'+ :2 2 0
B B B

x y z d+ + + 10d:، و,�� = = −.        

2:ه� ) Q(إذن ,��د��  2 10 0x y z− − − =  


  :16 א���א�����������
;1;1) ;��ب ��5 ا��	�� .1 1)A   ) :P( :@ ا���
�ي −

( )
2 2 4 2 1 2 4 9

;( ) 3
394 1 4

A A A
x y z

d A P
+ − + + + +

= = = =
+ +

.  

���@ ا��<��:�.أ.2+ ( )Γ ه� ا����7ة�N��:و :  

 ��45�: 2 2 2
2 2 2 6 0x y z x y z+ + − − + − =..................)1(   

)1(  *(�'+:2 2 2
( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) 6 0x x y y z z− + − + + − =  

    ⇔2 2 2
( 1) 1 ( 1) 1 ( 1) 1 6 0x y z− − + − − + + − − =  

    ⇔2 2 2 2
( 1) ( 1) ( 1) (3)x y z− + − + + =.      

):إذن  )Γآ7ه��;1;1)ه� آ�ة , 1)A �ه�−�O ^_!3، وR =.  
)t�� [�4 ا�'�ة) P(+=��ن أن ا���
�ي . ب.2 )Γ:  

 ��45�:( ); ( ) 3d A P R= 
, A 1�	C ا��	�� t�� [�4B ا�'�ة )� ا��	�� ) P( إذن ا���
�ي  . =: )P.(  

• ��	
��ع +�Q�L� ه� #��ع )�'�ن) P (ا���
�ي :
1 :��دي) AB (ا���Iي ا��� �� ا��
��
�) P (1;2)، أي أن; 2)n −
���

.  

 ��	
��
:ه� ) AB(و4'�ن ا�
���� ا������ �
1 2

1

1 2

x

y

z

λ

λ

λ

= + 


= + 
= − − 

A ؛ R∈   

�ض ا��	��%!( ; ; )B x y z ن�'�( ،:  
( ) ( )B P AB∈ ∩ *(�'+ :( ) ( ),B P B AB∈ ∈  

            ⇔( ) (2 1 ; 1 ; 2 1),B P B λ λ λ∈ + + − −  

            ⇔2 2 4 0
B B B

x y z+ − + =  

            ⇔2(2 1) ( 1) 2( 2 1) 4 0λ λ λ+ + + − − − + =  

            ⇔9 9 0λ + 1λ:، و,�� = = ):إذن     .− 1;0;1)B −.  


  :17 א���א�����������

����   :א��

( )γ �:��>, C	ا��M E�; : 2 2 2
4 2 4 27 0x y z x y z+ + + + − − =............)1(  

) +=��ن أن ه� آ�ة ,�آ7ه�.1 2; 1;2)Ω − �ه�−�O ^_!6، وR =.  

)1( *(�'+ :2 2 2
( 4 ) ( 2 ) ( 4 ) 27 0x x y y z z+ + + + − − =  

    ⇔2 2 2
( 2) 4 ( 1) 1 ( 2) 4 27 0x y z+ − + + − + − − − =   

    ⇔2 2 2 2
( 2) ( 1) ( 2) (6)x y z+ + + + − =   

):ذن إ )γآ7ه��)ه� آ�ة , 2; 1;2)Ω − �ه�−�O ^_!6، وR =.  

) درا�� ا��hm ا���=� �ـ.أ.2 )γ ي�
2:ا�8ي ,��د�
� ) P(وا��� 0x y z− + + =.  

�5 ا��	��•� @���� ( 2; 1;2)Ω −   ) :P( :@ ا���
�ي −

( )
2 2 3

;( ) 3 6
31 1 1

x y z
d P

Ω Ω Ω− + +
Ω = = = <

+ +
):إذن     . )γو)P (ن��i�	
4.  
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) +=��ن أن +	�hi.ب.2 )γو)P (آ7ه��)ه� دا9�ة , 3;0;1)A �ه�−�O ^_!33، و.  

��@ ا�
���� ا�� ��   ��	
�u�
� ���u�)∆ (    �u�	ا�� ��Iu4 8يuا�Ω   ي�
�u�5 ا�u,����ع  ) ∆)، أي أن P(( و4u#    ع��Iuا� �uه �uQ�L�+

;1)ا��� �� 1;1)n −
���


�ي ��
� )P ( 895�:و:  

2

1 : ( )

2

x

y

z

λ

λ

λ

= − + 


= − − ∆
= + 

;λ∈ℝ.  

�ض%!( ; ; )H x y z ن�'�( ،:( 2 ; 1 ; 2)H λ λ λ− − −   :، و:�895 +

( )H P∈ *(�'+ :2 0
H H H

x y z− + + =  

          ⇔( 2) ( 1) ( 2) 2 0λ λ λ− − − − + + + =  

          ⇔3 3 0λ + 1λ:، و,�� = =   :، )�'�ن −
1λ = − :2 1 1 ; 1 1 0 ; 2 1 3z y x= − = = − + = = − − = −  

)إذن ,�آ7 ا�5ا9�ة 3;0;1)A �ه�−�O ^_!و ( )
2

2 2 2
(6) 3 33r R= − = − =ℓ.  
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