
 ���������	��
�2015א������א�� �

@áÓŠ@Šbjn‚üa02@ @

@åí‹ànÛa01:   

��ب إ
� ���� ������ و������
� ا
	��ء��
) ا ; ; ; )O I J k .  !"�
;1)�	$ض ا 1;2)A −.  

1. �%"����
 �!%&�
�)%' ا�
)أآ�( ا )Dا  !"�
��ر ,�
A./%0�1 و��3ع ،( 2;1;3)u −
��

.  

2.  56%
)∆ (  ���
��$ف ,�
��"%� ا�
4{:ا 0

2 0

x y

x z

+ =

− =
  

��"%� .أ.2��
 �!%&�
�)%' ا�
  ).∆( أآ�( ا

) ,%5 أن.ب.2 )Dي) ∆( و����
�� �5 �	� ا%
.  

3. ( )P�
�"!   ا
�, $����ي ا
<ي =O��? دي��) و? )D. 

���ي.أ.3��
���د
  ا
�=�6ر%1  
) أآ�( ا )P.  

��"%� .ب.3�
���ي) ∆( ,%5 أن ا�
)���Bى 
� ا )P.  

@åí‹ànÛa02:   

I.1.�
 'C ℂ
���د
21:  ا
1 0

2
z z+ + =)..................1(  

I.2. ض$	� Aو B ��CE 5%�!"� :1"��ه
A

z i= − 1 و+
B

z i= − −.  

A ,%5 أن.أ.2

B

z
i

z
= −  . F�(�
����OAB F%C ،Oا&���GH I%�  ا
) ��Gأ ا ; ; )O I J�
�$آ(ا
���ي ا�
��ب إ
� ا�.  

II. z F%C )1: ?�د �$آ

3

i
z

i

− +
=

+
.  

II. آ( .أ$�
�( �H=�  و?��ة ا
��د اCأ z.  

II. أآ�( .ب z�&Kا �L �(�(�
   ?�� ا
6M' ا

II. ـ�أآ�( . z���%N I��7 ?�� ا
6M' ا
�G$ي �L ا&�
sin

12

π7 و
cos

12

π.  

II. 5 أن .د%,( )
2004

2004 1

2
z = −.  

@åí‹ànÛa03:   

I. ?����

� ا 'C 2
ℝ  ���
 : ا

2
ln( 4) ln 1 ln 3

1 1
ln ln 1

x y

y x

− + = + 
+ = −


  

II.  f ل���

  ?�� ا$��  
[دا [3;+ ) :,ـ ∞ ) ln( 3)f x x x= −.  

1.  
   .f  أدرس S1%$ات ا
�ا

2. 5%? 
( )

lim
x

f x

x→+∞
 . �%��
�$ ,%��%� ا
.  

3.��B��
) ,%5 أن ا )
f

C'ا��!�ف، وه  !"� 'G"= ( )
f

Cت ؟�%Lا�CVري ا�B� W!"=   

4.��B��
) أر&� ا )
f

C������
������ وا
���ي ا�

� ا .      �����  : I. 5? '"��� II.@@ @

@åí‹ànÛa04:   

I. g ��?  
$��
): ,ـ ℝ ا
�ا
  ا ) 2
xg x xe= −.  

1.  
  . �L 63' �0ول S1%$اg�/1  أدرس S1%$ات ا
�ا



2. 
���د
) ,%5 أن ا ) 0g x Z"B1 �L ،0,8 أنYC 'G"1 α ��? ℝ وC%�ا = 0,9α< <.  

3. �%N )�C 5%? xإ�3رة  ( )g x.  

II.  f   

  دا$�� ��? ℝ 2: ,ـ 2
( )

2
x

x
f x

e

+
=

+
)، و )

f
C�/�%(�1 ���%G
���ي 
� ا�
��ب ا��
  . و������������ ���� إ
� ا

lim,%5 أن  .1 ( ) 0
x

f x
→+∞

=�%&����%�  ه
�$ ا
 �L ،.  

�(.أ.2Cأ lim ( )
x

f x
→−∞

.  

��"%�.ب.2�
) ,%5 أن ا ')∆ 
���د
1y ذا ا x= +��B���
��"%� �"�رب � ( )
f

C.  

) أدرس و\�% .3 )
f

C5� 'آ �
�G  إ�
�, ( ) و∆(' )∆  
���د
��"%� ذو ا�
F%C:y ه� ا x=.  

: x 5� ℝ ,%5 أ�. �5 أ0' آ' .أ.4
2

2 ( )
'( )

( 2)
x

g x
f x

e
=

+
   
   .�L ،f ا&���I اS1 ]��1%$ ا
�ا

) ,%5 أن.ب .4 )f α α=   
   .�L ،f 63' �0ول S1%$ات ا
�ا

)،) ∆( أر&� .5 ) و∆(' )
f

C.  

6. �"%"B
�( N%� ا
�&%^ اC �%��%, _N�� m 
���د
) ?�د ��Cل ا ) ( )f x f m=  

III.( )
n

u %
����

  ?�� ه� ا$��
  : آ�� =�� ℕ ا
��د=  ا

0
0u = ��%GH و�5 أ0' آ' ?�د n: 

1
( )

n n
u f u

+
=.  

1.  ��%GH أ�. �5 أ0' آ' ?�د W0ا$�
n: 0,$ه5 ,�
n

u α≤ <.  

)و) ∆(,�&����ل  .2 )
f

C ود�B
:�)' ?�� ��Bر ا
	�ا`' ا
1 0
;u uو 

2
u�L ،$%S1 ]��15 ا�a ( )

n
u.  

3.  %
����
),$ه5 أن ا )
n

u�/�=�/� )�Cا �L  ,ر�"�� .  
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�02א� �

     :01 א���א������������

1.���	
��
 �����
) ا
	���� ا ):( ; )D A u
��

 ، ���:(1; 1;2)A )و− 2;1;3)u −
��

.  

��ض�( ; ; )M x y z ن���  ،:  

( )M D∈ ! "�# :AM uλ=
����� ��

:، و&%$ 
1 2

1

2 3

x

y

z

λ
λ
λ

= − 


= − + 
= + 

λ؛ ∈ℝ.  


	��� .أ.2��
 �����
  ) :∆( آ	"() ا
	���� ا

)∆: (}4 0

2 0

x y

x z

+ =

− =
 ! "�# : 4

2

x

y

z

α
α

α

= 


= − 
= 

)∆( :، و&%$ 
0

0 4

0 2

x

y

z

α
α
α

= + 


= − 
= + 

،α ∈ℝ.  

( ):( ; )O v∆
��

 ���:(0;0)O1)و; 4;2)v −
��

.  

)#/�"ن أن. ب.2 )D ي ) ∆( و�	
�
�1 ا� 2& "
�
:  

( )D ي إذا و �5 إذا آ"ن ) ∆( و�	
�
�1 ا� 2& "
�
:u
��

v و
��

)��7 &�#/��2 ��6" و ) ( )D ∆ = ∅∩.  

1 2
1 8 7 0

4 1

−
= − = ≠

−
u:إذن     .

��
v و
��

"��6 2��/#�& ��7.  


%:رس( ) ( )D ∆∩:  

( ; ; ) ( ) ( )M x y z D∈   :��� ، λ  و��:<�=: >:د �����: !  #�" ∩∆

           ⇔}4(1 2 ) ( 1 ) 0

2(1 2 ) (2 3 ) 0

λ λ
λ λ

− + − + =

− − + =
   

           ⇔}7 3 0

7 0

λ
λ

− + =

− =
 : ، و &%$ 

3
7
0

λ

λ

=


= 

) :إذن .          ) ( )D ∆ = ∅∩.  

) :א������ )D ي)  ∆( و�	
�
�1 ا� 2& "
�
.  


	�ي.أ.3�
) آ	"() &?"د
) ا )P:  

	�ي�
)ا )P ���	
�
  .Oو<�� ("
%��) ) D(>��دي >�@ ا


	�ي�
)&?"د
) ا )P ��> "�ه� آ:  

��ض�( ; ; )M x y z ن���  ،:  

( )M P∈ ! "�# :. 0u OM =
�� �����

  

      ⇔2 3 0x y z− + + ):إذن    .= )P$	
2&?"د 3 0x y z− − =.  


	��� . ب.3�
)&C	�ى  �) ∆(#/�"ن أن ا )P.  

( ) ( )P∆ ⊂ D"%?& :E�)إذا آ" )M ∈ ):  Fن ∆ )M P∈.  

2�	
( ; 4 ;2 )M α α α− 2& (��)2:،  ���ن )∆( ���) آ� ) ( 4 ) 3(2 ) 6 6 0α α α α α− − − = − =.  

) #I�C &?"د
)Mإ�:ا�H"ت : إذن  )P JK:%<و ،:( ) ( )P∆ ⊂.  

     :02 א���א������������

I.1.#  (
21:?��2 ���ل ا
�?"د
1 0

2
z z+ + =).............1(  

)1 ( ! "�#:2
2 2 0z z+ + =   

    ⇔2( 1) 1 0z + + =   

    ⇔2 2( 1) 0z i+ − }:، و&%$ = }1 ; 1S i i= − − − +.  
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I. 2.ن أن"�/# A

B

z
i

z
= − ��� :1

A
z i= − 1 و+

B
z i= − −.  

21 1 1
( 1 ) ( 2 )

1 2 2
A

B

z i
i i

z i

− +
= = − + = −

− −
A :إذن     .

B

z
i

z
= −.  

A :א�����	ج

B

z
i

z
= − ! "�# :A O

B O

z z
i

z z

−
= −

−
):، و&%$  ; )

2
OB OA

π
= −

���� ����
.  

A O

B O

z z
i

z z

−
= −

−
 ! "�# :A O

B O

z z
i

z z

−
= −

−
.  

              ⇔1
A O

B O

z z

z z

−
=

−
   

              ⇔1
OA

OB
OA:، و&%$ = OB=.  

 ����
  . و&	�"<1 ا
P�?�2، و � ا#OAB �  �K"M O�N"/& ��7 D"Oإذن ا

II.أ. Qآ��

"ب �S<�) و>�:ة ا
?:د ا� z ��� :1

3

i
z

i

− +
=

+
.  

 "%>:
:  • ( ) ( ) ( )1 1 3 3
1 2 2 cos sin 2 cos sin

4 4 4 42 2
i i i i

π π π ππ π
   − + = + = − + − = +     

  

    • ( )1
3 2 2 cos sin

2 2 6 6
i i i

π π 
+ = + = + 

 
  :،  ���ن 

2
2

z ) و= )[ ] [ ]3 7
arg( ) 2 2

4 6 12
z

π π ππ π= − =.  

II."()  .ب	آz ��Vا �H �����
  : >�@ ا
W�� ا

• �����
): ا
W�� ا )2 7 7
cos sin

2 12 12
z i

π π
= +.       • ��Vا ��W
: ا

7

122
2

i

z e
π

=.  

II. ـ	"() .	آ z ي�/O
  : >�@ ا
W�� ا

( ) ( )( ) 1 3 1 31 1 1
( 1 ) 3 3 1 1 3

4 4 4 43

i
z i i i i

i

− +− +
= = − + − = − + + + = +

+
  

•  �	��M 2��?#7
cos

12
π7 و

sin
12
π:   

 "%>:
:( ) 1 3 1 32 7 7
cos sin

2 12 12 4 4
i i

π π − +
+ =   :،  ���ن +

( ) 1 3 1 32 7 7
. cos sin

2 12 12 4
2 2

4
i i

π π  − +
+ = + 

 
  :، أي أن 

2 6 2 67 7
cos sin

12 12 4 4
i i

π π − +
+ = + JK:%<2: ، و 6 2 67 7

sin ; cos
12 4 12 4
π π+ −

= =.  

II. ن أن .د"�/#( )
1002

2004 1
2

z = −:   

        ( ) ( )
2004

2004 2 7 7
cos 2004. sin 2004.

2 12 12
z i

π π   = +     
  

                  ( ) ( ) ( )
1002

1
cos 167.7 sin 167.7

2
iπ π= +    
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                        ( ) ( ) ( )
1002

1
cos 167 sin 167

2
iπ π= +    

                                          ( ) ( )
1002

1
cos sin

2
iπ π= +  

           ( )
1002

1
( 1)

2
= ):إذن     − )

1002
2004 1

2
z = −.  

     :03 א���א������������

I. (��O
: #?��O& 2��>) ���ل ا

2ln( 4) ln 1 ln 3

1 1
ln ln 1

x y

y x

− + = + 
+ = −


)..................I(  

 (��O
  :#��ن &��%) ا
�C إذا و �5 إذا آ"ن ا
2( 4 0)x − ) و< 0)x ) و< 0)y ) :، و&%$ < 2)x )و< 0)y > JK:%<و ،:  

)I ( ! "�#: 
2ln( 4) ln ln ln 3

ln ln 1

x y e

x y

− + = +


− − = − 
  

      ⇔ 
2ln ( 4) ln(3 )

ln( ) ln

y x e

xy e

− =


= 
  

      ⇔ 
2( 4) 3y x e

xy e

− =


= 
  

      ⇔ 

2

2

( 4) 3

4
3

y x e

x y e

x

x

−
= 


− =



  

      ⇔ 2
3 4 0x x− − =  

      ⇔ ( 4)( 1) 0x x− + 4x:، و&%$ =   . &� �ض :– 1  .=

4y:و<��ن  e= $%&و ،:
4
e

y ):إذن   .     = ){ }4;
4
e

S =.  

II.1.  (
[ >�@f درا�) #��Zات ا
:ا [3;+ ∞ ���:( ) ln( 3)f x x x= −.  

  : ا
%]"<"ت •

3

lim ( )
x

f x
→
>

= ):، Vن ∞− 3) 0x +− lim و→ ( )
x

f x
→+ ∞

= + ∞.  

•  (
[ #�/� ا[N	�"ق >�@f ا
:ا [3;+ )':،  ���ن ∞ ) ln( 3)
3

x
f x x

x
= − +

−
.  

)'  إN"رة• )f x:   
 (
�_�^ أ�$ [ <��2 �� ا
�?"د:'( ) 0f x = `P�):، و
Jا  ) '( )g x f x=رة"Nرس إ:� �H ، ( )g x.  

 "%>:
:  

( ) ln( 3)
3

x
g x x

x
= − +

−
: ،  ���ن 

2

1 3
'( )

3 ( 3)
g x

x x
= −

− −
 :، و&%$ 

2

6
'( )

( 3)

x
g x

x

−
=

−
.  

)' إN"رة• )g x     :
3 6

'( ) 0

x

g x

+ ∞

− +
.   

 "�
x@
a> 3ول إ
+:( )g x ��W

%	f�g &%]" ). ت.ع.ح :– ∞ + ∞(  #J6b ا:  

[ ]1
( ) ln( 3) ln( 3) ( ) l

3
3

3
n( 3)

3 3 3

x x
g x x x x x

x x

x

x x
x

−
−= − + = − + = −

−−
+

− −
  

 2�
: 
3

lim ( 3) ln( 3) 0
x

x x
→
>

− −  و =
3

1
lim

3
x

x
→
>

= + ∞
−

:إذن     .
3

lim ( )
x

g x
→
>

= + ∞.  
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lim ( )
x

g x
→+ ∞

= + V ،:limن ∞ 1
3x

x

x→+ ∞
=

−
lim و ( 3)

x
x

→+∞
− = + ∞.  

:   =:ول ا
	��Zات •
3 6

'( ) 0

( )
2 ln 3

x

g x

g x

+ ∞

− +

+ ∞ + ∞
+

     

•] [3;x ∈ + ∞: ( ) 2 ln 3g x > +.  

[ &x2&2 أ=� آ� : إذن  [3;+ ∞:'( ) 0f x   . &	iا<:ة #�"&"fا
:ا
)   :، و&%$ <

)':     ا
	��Zات =:ول )

( )

x

f x

f x

−∞ + ∞

+

+ ∞
−∞

  

II.2. 
( )

lim lim ln( 3)
x x

f x
x

x→+ ∞ →+∞
= − = + ∞.  

• ��"�/

�� ا�	
): ا )
f

CQ�#ا�	
  .<�/�  �>" &�" j"  � ا#�C& �&"� D"Oر ا

II.3. ن أن"�/#( )
f

C"[%��?# Q��> ف"�?����) ا �/�>.  

 "%>:
:'( ) ( )f x g x= ن���  ، :
2

6
'( ) '( )

( 2)

x
f x g x

x

−
= =

−
.  

)" إN"رة• )f x   : 
3 6

"( ) 0

x

f x − +
       .  

@%C%�
)إذن ا )
f

Cف"�?����) ا �/�> (6;6 ln 3)A.  

II.4. @%C%�
)ر�� ا )
f

C:  

     :04 א���א������������

I. �): (ـ ℝ ا
:ا
) ا
�?� ) >�@ g : א� ��	 ) 2 xg x xe= −.  

 I.1 . (
  : و#W��� =:ول #��Zا#]" gدرا�) #��Zات ا
:ا
• m>�?	
[: &O��>) ا [;D = −∞ + ∞   

�lim: ا
%]"<"ت • ( ) 2
x

g x
→−∞

V ،:limن = ( ) 0x

x
xe

→−∞
=       . �lim ( )

x
g x

→+∞
= V ،:limن ∞− ( )x

x
xe

→+∞
= + ∞.  

• (�	W�
)': ا
:ا
) ا ) ( )x xg x e xe= − )':، و&%$ + ) ( 1) xg x x e= − −.  

)' إN"رة• )g x     :
1

'( ) 0

x

g x

−∞ − + ∞

+ −
  

   :إذن 
'( 1) 0 : 1g x− = = −.  

�] [; 1x ∈ − ∞ − :  (
[�.      &	iا<:ة #�"&"gا
:ا [1;x ∈ − + ∞ : (
  . &	%"# (nM�g"&"ا
:ا

:      =:ول ا
	��Zات •
1

'( ) 0

2 1
( )

2

x

g x

e
g x

e

−∞ − + ∞

+ −

+
− ∞

  

I.2 .(
)#/�"ن أن ا
�?"د ) 0g x    :α �  ℝو��:ا  #�/� �_ =

[>�@ ا
�O"ل [1;− + ∞:  

  • (
  . &?� ) و&
	��ة و&	iا<:ة #�"&"g ا
:ا

  •] [; 1x ∈ − ∞ −: 2 1
( ) 2;

2
e

g x
+ ∈

  
  و

2 1
0 2;

2
e + ∉

  
.  

)ا
�?"د
):   إذن    ) 0g x [ [ #�/� �_  � ا
�O"ل= [; 1−∞ −.  

i

i
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]و>�@ ا
�O"ل [1;− + ∞:  

  • (
  . &?� ) و&
	��ة و&	%"# (nM�g"&" ا
:ا

  •[ [1;x ∈ − + ∞: 2 1
( ) ;

2
e

g x
+ ∈ −∞

  
  و

2 1
0 ;

2
e + ∈ + ∞

  
.  


Q &/�ه%) ا
��� ا
�	���) ا
�?"د
):  إذن    �( ) 0g x ) ���α #�/� �_ و��:ا = ) 0g α =.  

)ا
�?"د
) : א������ ) 0g x [ #�/� �_ و��:ا >�@ ا
�O"ل= [ [ [; 1 1;−∞ − − + ∞ =∪ ℝ .  

0,8:ا
	I�C &2 أن  0,9α< <  

 "%>:
:[ ]0,8 ; 0,9 ⊂ℝ.   (
  ."# (nM�& "&"	g%إذن ا
:ا

]>�@ ا
�O"ل ]0,8 ; 0,9:(0,8) 0,22g (0,9) و⋍ 0, 21g .(0,8):، أي أن ⋍− (0,9) 0g g <.    

0,8 :إذن  0,9α< <.  

I.3 .رة"N2 إ��?#( )g x   : 
( ) 0

x

g x

α−∞ + ∞

+ −
  

II. �2 : (ـ ℝ ا
:ا
) ا
�?� ) >�@ f :  א� ��	 2
( )

2x

x
f x

e

+
=

+
.  

II.1. ن أن"�/# :lim ( ) 0
x

f x
→+∞

= (O�	%

�� ا���"، و#"�).  

 "�
x @
) :+ ∞ #aول إ )f x ��W
∞+( #J6b ا
+∞


%	f�g &%]" ). ت. ع.ح : :  

( 1) ( )2 2 1
( ) 2. 2. 2. 2.

2 2 ( 2) 1 2 1 2

x xx x

x x x

x

xx x

x xe ex x xe e
f x

e e e

e

e e e

− −− −−

− − −

+ ++ + +
= = = = =

+ + + +

− −

+
  

 2�
:lim ( ) lim ( ) 0x X

x x
x e Xe

−

→+ ∞ →−∞
− = lim و= 0x

x
e

−

→+ ∞
lim:إذن     .= ( ) 2(0) 0

x
f x

→+ ∞
= =.  

• ��"�/

�� ا�	
) :ا )
f

C$	
0y<�/� &�"ر(" أ ��" &?"د =.  

II.2.ب.أ"
� lim ( )
x

f x
→−∞

:  

 "%>:
: lim (2 2)
x

x
→−∞

+ = lim و ∞− ( 2) 2x

x
e

→−∞
+ lim:،  ���ن = ( )

x
f x

→−∞
= −∞.  

II.2.ب. ���	
�
) #/�"ن أن ا ')∆$	
1yا
Jي &?"د x= +@%C%��
) &�"رب  )
f

C.  

 "%>:
:  

( 1) 2 ( 2)2( 1) ( 1)( 2) ( 1)2 2
( ) ( 1) ( 1)

2 2 2 2

xx x

x x x x

x ex x e x ex
f x x x

e e e e

 + − ++ − + + − ++  − + = − + = = =
+ + + +

  

) :إذن  )
( )

lim ( ) ( 1) lim 0
2

x x

xx x

xe e
f x x

e→−∞ →−∞

 − −
− + = = + 

V ،:limن  ( ) 0x

x
xe

→−∞
lim و= 0x

x
e

→−∞
=.  

)إذن )
f

C _K"& ")ر"�& �/�> )'∆ ( :%<∞ – $	
1y: &?"د x= +.  

II.3.@%C%�
) درا�) وq?�) ا )
f

Cـ
 (/
%
") ( y:ا
Jي &?"د
	$ ) ∆(و∆(' x=.  

 "%>:
:
( 1) '( )

( ) ( 1)
2 2

x

x x

x e g x
f x x

e e

− +
− + = =

+ +
)،  	��ن إN"رة ) ( 1)f x x− )' &2 إN"رة+ )g x JK:%<و ،:  

: 1x = −{ }( ) ( ') ( 1;0)fC A∆ = −∩  

: 1x < −( )
f

Cق� ( ')∆   

: 1x > −( )
f

CEC#( ')∆   

•(�?qدرا�) و ( )
f

C ـ
 (/
%
") )∆(:   

2 2 ( 2) ( )2 2 2
( )

2 2 2 2

x x

x x x x

x x e g xx xe
f x x x

e e e e

+ − ++ −
− = − = = =

+ + + +
.   
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)إN"رة: إذن  )f x x−رة"N2 إ& ( )g x JK:%<و ،:  

: x α=( )
f

C و )∆ ((��%
)<	�"S?"ن  � ا ;0)B α.  

: x α<( )
f

C ق� ( )∆.  

: x α>( )
f

C EC#( )∆.  

II.4.2 أ=� آ� >:د ����� .أ& $� :ℝ #/�"ن أ
2

2 ( )
'( )

( 2)x

g x
f x

e
=

+
 �H ،"ج	%	ا�  (
   .f ا#��Z# D"O ا
:ا

  (
  :  ���ن ℝ #�/� ا[N	�"ق >�@ fا
:ا

 "%>:
:
2 2 2

2( 2) (2 2) 2 ( )4 2
'( )

( 2) ( 2) ( 2)

x x x

x x x

e e x g xxe
f x

e e e

+ − + −
= = =

+ + +
  

 :x 2& ℝ&2 أ=� آ� : إذن 
2

2 ( )
'( )

( 2)x

g x
f x

e
=

+
.  

•   (
   :fا�	%	"ج ا#��Z# D"O ا
:ا

)'إN"رة )f xرة"N2 إ& ( )g x JK:%<و ،:  

:     =:ول اNt"رة •
'( ) 0

x

f x

α− ∞ + ∞

+ −
  

  :إذن 

] [;x α∈ −∞ :   (
[     . &	iا<:ةfا
:ا [;x α∈ + ∞ :   (
  . &	%"# (nM�f"&"ا
:ا

II.4.ن أن.ب"�/# ( )f α α=  (
   :W# �H f��� =:ول #��Zات ا
:ا

 "%>:
:( ) 0g α = ! "�# :2 0e
αα− 2xe:، و&%$ =

α
=.  

: ���ن 
(2 2)2 2 2 2

( )
2 2 22 2

f
e

α

α αα αα α
α

α

++ +
= = =

++ +
):، و&%$  )f α α=.   

)':   =:ول ا
	��Zات • ) 0

( )
0

x

f x

f x

α

α

−∞ + ∞

+ −

−∞

  

II.5. و) ∆( ر��( )
f

C:  

II.6.د ���ل ا:< (WM"%&  (

�?"د( ) ( )f x f m=.  

(
)ا
�?"د ) ( )f x f m=           @u%C%��
) #?%� ا
/�C >2  �ا�uv ا
u%�5 ا
�Wu	�آ)  )
f

C ���	
u�
)وا )m∆   $u	
)ا
Juي &?"د )y f m= 

�

�ازي وا�vا��
  .�C& �&"Cر ا

�O: ("[>	�"د ��"�/
  : >�@ ا
	���� ا

] ]; 1m ∈ −∞ −:] ]( ) ;0f m ∈ −∞ ، JK:%< :���	
�
)ا )m∆`& ك�	W> ( )
f

Cوا�:ة (��� �  .  

(
)إذن ا
�?"د ) ( )f x f m=و��:ا _� �/�# .  

] [1;m α∈ −:] [( ) 0;f m α∈ JK:%<و ،:( )m∆و( )
f

C2�#i>"�	& 2�	���  .<W	�آ"ن  � 

)ا
�?"د
): إذن  ) ( )f x f m= 2��� �/�#2>i>"�	&.  

m α=:( )f α α=

	��� ، و>%:JK ا�( )m∆@%C%��
) &�"س  )
f

C.  

)ا
�?"د
): إذن  ) ( )f x f m= $	��M "�<"P& _� �/�# α.  

] [;m α∈ + ∞:] [( ) 0;f m α∈ JK:%<و ،:( )m∆و( )
f

C2�#i>"�	& 2�	���  .<W	�آ"ن  � 

)ا
�?"د
): إذن  ) ( )f x f m=2>i>"�	& 2��� �/�# .  

III. �) :א� ��	 )
n

u @�< ( �?& (�
"		& ℕ 0: (ـ 0u 1 و= ( )
n n

u f u+ =.  

n: 0>:د S/�?�  ا
/�ه"ن ("
	�ا=` أ�$ &2 أ=� آ� .1
n

u α≤ <.  

α−1
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��ض�( )P n(�v"g
0 ا
n

u α≤ <.  

0n =:0 0u 00، أي أن= u α≤   . P(C�Cv(0):إذن   .>

��ض�( )P n أي أن ،(C�Cv :0
n

u α≤ <(/#�
�/�ه2 أ�]" C�Cv)، �	@ ا �H ،1n 
z، أي أن+J10 آ
n

u α+≤ <.  

 "%>:
 :  (
[ &	iا<:ة #�"&" >�@ ا
�O"لfا
:ا ];α−∞ ن���  ،:  

0
n

u α≤ 
	�iم >> :(0) ( ) ( )
n

f f u f α≤ <.  

          ⇐1

2

3 n
u α+≤ <   

          ⇐1

2
0

3 n
u α+≤ ≤ <   

          ⇐10
n

u α+≤ ):إذن      .> 1)P n +"P>أ (C�Cv.  

0 ؛n&2 أ=� آ� >:د S/�?�  : א#"!�
n

u α≤ <.  

1 #���� ا
C:ود.2 0;u u2 وu(�
"		�
��اg# �H ،�v��2 ا#��Z# D"O ا
)>�@ &�Cل ا )
n

u.  

1: ر�� ا
C:ود • 0;u u2 وu.  

• 	
  :� 2�gا
�_�^ أن ("[>	�" ��W

�): د >�@ ا"		�
)ا )

n
u"&"�# ا<:ةi	& .  

3.(�
"		�
) ا
/�ه"ن >�@ أن ا )
n

u ()ر"�	&:  

(�
"		�

%:رس ا#��Z# D"O ا( )
n

u:  

 "%>:
:1 ( )
n n n n

u u f u u+ − = − 2�
 ،:
( )

( )
2x

g x
f x x

e
− =

+

aال.    ( 
  ).II.3 ا

1: ���ن 

( )

2n

n
n n u

g u
u u

e
+ − =

+
 JK:%<رة: ، و"N1 إn n

u u+ ) &2 إN"رة− )
n

g u.  

"%>:
0
n

u α≤ ):،  ���ن > ) 0
n

g u > �
"	
1:، و(" 0
n n

u u+ − 
�): إذن       .     <"		�
)ا )
n

u"&"�# ا<:ةi	&.  


�) : א������"		�
)ا )
n

u()ر"�	& �[  ،@�<Vودة &2 ا:C&ا<:ة وi	&.  

•(�
"		�

"ب �]"<) ا� ( )
n

u:   

(�
"		�
��ض �]"<) ا�( )
n

uه�ℓ ن���  ،:
1

lim lim
n nn n

u u+→+∞ →+ ∞
= = ℓ.  

 JK:%<و:  

1

( )
lim ( ) lim

2n

n
n n un n

g u
u u

e
+→+∞ →+∞

− =
+


	�iم >:
( )

2

g

e
− =

+ℓ
ℓ

ℓ ℓ  

        ⇐( ) 0g =ℓ $%&و ،:α=ℓ.   إذن:lim
nn

u α
→+∞

=.  

  
  
  
  
  
  
  

0
u

1
u

2
u
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