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( ) ( ) 2
1 1 1 ( 1)

xx x x

x x x x

x

x

ee e e
f x f x

e e e e e

e
−−  

+ − = + = + − − − − 
.  

1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1 1

x x x

x x x x x

e e e

e e e e e

     −
= + = − = =    − − − − −     

�Ω6ا���ME : إذن   X���� $b	�� cآ$� ( )
f

C.  

I.3.  ب	/�(ln 3) ; (ln 2)f f،(2 ln 3)f:  
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( )
f

C−−−

( )
f

C−−−

•
ln 2

ln 2

2(2)2
(ln 2) 4

2 11

e
f

e
= = =

−−
      .•

2(3)
(ln 3) 3

3 1
f = =

−
   .    •

2(9) 9
(2 ln 3) (ln 9)

9 1 4
f f= = =

−
.   

I.4. 6�X���� ��%/�
�� ا�Jدرا�1 ا��( )
f

C 8�E&/�وا�)∆ ( �2yا�Uي �
	د�& =:  

2 2
( ) 2 2 0

1 1

x

x x

e
f x

e e
− = − = >

− −
.        

):إذن  )
f

C ق��)∆.(  

I.5. 6�X�)ر81 ا�� )
f

C �#ر	E�ت ا�	��E&/�وا� :   

II.  	�("�:2
( )

1

x

x

e
g x

e
=

−
  

II.1 .�#	&آ( )g x �E�M�ا� ���Eا� cون ر�"# :  

: 0x >1 1x xe e− = − UV"�): و� ) ( )g x f x=  

: 0x <1 ( 1)x xe e− = − − UV"�): و� ) ( )g x f x= −  

II.2 .6�X�)ر81 ا�� )
g

C"("W 8�
� '� :  

: 0x >( ) ( )g x f x= أي أن ،:( )
g

C6�� f%M�( ( )
f

C.  

: 0x <( ) ( )g x f x= ):، أي أن − )
g

C$b	�( ( )
f

C �%/�  ���Xر#	�
    4gا�Qا�.  

II.3. ���
): �"د وإL	رة ���ل ا��
	د��  #�	?�	� 3) 1 2x xe eλ − − =).....1(  

)1 ( ��	��:2
3

1

x

x

e

e
λ − =

−
0x:، 2ن  ≠.  

  ⇔( ) 3g x λ= −  

  ⇔

2
: ( )

1

3 : ( )

x

gx

e
y C

e

y dλ


= 

− 
= − 

  

: 3λ =) 1 ( ��	��:2 0x
e 4�X&/�:S، إذن = = ∅  

: 3λ )ه' �
	د�� ��ا4g ا��DE ا��5&$آ� #��) 1( ا��
	د�� ≠ )
g

Cو ( )d.  

 :&�  :إذن �/: ا�&�4�3 ا�%�	?' ?

] [( 3) ;0λ − ∈ − ∞ ��	��:] [;3λ∈   .�4X، ا��
	د�� �/&4�X ا∞−

] [( 3) 0;2λ − ∈ ��	��:] [3;5λ∈ د��	
  .�I� 4%E و��"ا 1	�%	، ا��

] [( 3) 2;λ − ∈ + ∞ ��	��:] [5;λ∈ +   .، ا��
	د�� ���Q�&i� ���� 4%E �' اLh	رة∞

II.4.  ا�"ا�� 	�("�h 0�� :( )h y x=. 2x 0yو < >.  

II.4.ن أن .أ	�%� ln
2

x
y

x
=

−
:  

( )h x x= ��	�� :2

1

y

y

e
x

e
=

−
  

         ⇔( 1) 2y yx e e− =  

         ⇔( 2) yx e x− =  

         ⇔
2

y x
e

x
=

−
2x:، 2ن  ln:إذن  .<

2
x

y
x

=
−

.  

-3 -2 -1 1 2 3 4

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

-1 1 2 3 4 5 6 7

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y
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II.4.ب.��# �@I

��� ا�� ( )
f

Cو( )
h

C:  

	�("�( ; )M x y ��	�� :'( ; ) ( )
h

M x y C∈ . إذن:( )
f

Cو( )
h

C8�E&/��� �%/��	b$ان #	�&�1( )∆ �y:ا�Uي �
	د�& x=.  

•2y = :6�X�
	د�� �E	رب ����( )Cλ ن���� ،: 2x =E� 6�X�)	رب ��� )
h

C.  

•0x = :6�X�
	د�� �E	رب ����( )
f

C ن���� ،: 0y =6�X�)  �E	رب ��� )
h

C.  

   :04 א���א������������

I.  ا�"ا�� 	�("� f6�� ��$
[ ا�� [0;D = + 21: #ـ ∞
( ) ln

2
f x x x= −.  

I.1.���
� 
0

lim ( )
x

f x
→
>

limو ( )
x

f x
→+∞

.  

•
0

lim ( )
x

f x
→
>

= + : ، 2ن ∞
0

lim ln
x

x
→
>

= −∞.  

• 	�� x 6ول إ�j( ∞+: ( )f x  4��\	 ). ت. ع. ح : + ∞ – ∞( �Ulm ا�5� p�i&��:  

 	�("�:( )1 ln
( )

2
x

f x x x
x

= ��ن −�� ،:lim ( )
x

f x
→+∞

= + ∞.  

I.2.   ا�"ا�� $�_� G	درا�1 ا��f 	\ول �_�$ا�"W 4��  :  و �5

21:، ����ن E� D%4 ا!E&L	ق ��f 6ا�"ا��   1
'( ) ( 1)f x x x

x x
= − = −.  

)'  إL	رة• )f x      :
1 0 1

'( ) 0 0

x

f x

− + ∞

+ − − +
   

  :إذن 

] ]'( ) 0 : 0;1f x x≤ ∈ UV"��	@� �O�	�	fا�"ا��  :  ، و�&� .  

[ ['( ) 0 : 1;f x x≥ ∈ + ∞ UV"�  . �&cا)"ة ��	�	fا�"ا��  :  ، و�

:     W"ول ا�&_�$ات  •
0 1

'( ) 0

( ) 1
2

x

f x

f x

+ ∞

− +

+ ∞ + ∞

  

I.3. Wأ �� �) :4x �� D آ4 �%�	ن أ? ) 0f x ≥  

1x ) : )/&�cم ≤ ) (1)f x f≥  2ن ا�"ا�� ،fا)"ةc&� .  

        ⇐1
( )

2
f x ≥ ��) :، و� ) 0f x ≥.  

0 1x< : )/&�cم ≥
0

lim ( )
x

f x
→
>

(1) ( )f f x≤ <  

          ⇐1
( )

2
f x≤ < + ∞ ��):، و� ) 0f x ) :��x �� D أ4W آ4 : إذن   .≤ ) 0f x ≥.  

II.  ا�"ا�� 	�("�g6�� ��$
[ ا�� [0;D = + 1: #ـ ∞ ln
( )

2
x

g x x
x

= +  

II.1 . 44 آWأ �� � :�x �� D%�	ن أ?
2

1 ( )
'( )

f x
g x

x

+
=  

 	�("�:1 1
( ) .ln

2
g x x x

x
= ��ن +�� ،:  

( ) ( )2 2 2 2

21 1 1 1 1 1 1 1
'( ) ln (1 ln ) . (1 ln )

2 2 2
g x x x

x x

x

x x
x

x x
= + − = + − = + −  

                                  2 2

2 2

1 1 1 1
1 ln 1 ln

2 2
x x x x

x x

   = + − = + −
      

 :إذن           
2

1 ( )
'( )

f x
g x

x

+
=.  
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II.2 . ن أن	�%�( )1
lim ( ) 0

2x
g x x

→+∞
− =:  

 	�("�:1 ln
( )

2
x

g x x
x

− ��ن =�� ،:( )1
lim ( ) 0

2x
g x x

→+ ∞
− =.  

):ا!1&�&	ج  )
g

C "�� IV	� 	#ر	E� 4%E(∞+ �1: �
	د�&
2

y x=.  

II.3. =)	E� �ME? ���
�( )
g

Cو ( )d:  

 	�("�:  

1
( )

2
g x x= ��	�� :1 ln 1

2 2
x

x x
x

+ =  

             ⇔ln
0

x

x
=  

             ⇔ln 0x =  

             ⇔ln ln1x = ��1x:، و� ):إذن     .= ){ }1
( ) ( ) 1;

2g
C d A=∩.  

II.4.6�X�) �%�	ن أن ا�� )
g

C	\��9إ�"ا ���
� :�M( ف	M
   )�ME? 4%E ا?

 	�("�:
2 2

( )1
'( )

f x
g x

x x
= ��ن +�� ،:  

( )

2

3 4 3 3

2
2

2 2

3 3 3 3 3 3

'( ).( ) (2 ) ( ) '( ) 2 ( )2 2
"( )

1 12 ln
22 2 1 2ln 2 1 2ln

f x x x f x x f x f x
g x

x x x x
xx x x

x x x x x

x x x x x x

− −
= − + = − +

 − − − 
− − + − + = − + = − + = − +

  

:إذن 
3

2ln 3
"( )

x
g x

x

−
  :و)��ن ، =

"( ) 0g x ≥ ��	�� :2ln 3 0x − 3:، 2ن ≤ 0x >  

           ⇔3
ln

2
x ≥  

           ⇔
3
2ln x e≥  

           ⇔
3
2x e≥  

           ⇔3
x e≥ ��x:، و� e e≥.  

  :و#	��43 

"( ) 0g x ≤ ��	�� :0 x e e< ):إذن    .≥ )
g

C	\&�g	� ف	M
�ME? 4%E( e ا? e.  

II.5. ���
�0xس	��ا� ��W�� 4�	
� 0�� 6�X���� ( )
g

C  وي	1)/
2

:  

0

1
'( )

2
g x = ��	�� :

2

0

1 ( ) 1
2

f x

x

+
=  

           ⇔2

0

1
1 ( )

2
f x x+ =      

           ⇔2 2

0 0 0

1 1
1 ln

2 2
x x x+ − =       

           ⇔01 ln 0x− =       

           ⇔0ln 1x =       

           ⇔ln ln 2x = ��0x:، و� e=.  
  ) :∆( آ&	#� �
	د�� ا���	س •
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1 2 3 4 5

-2

-1

1

2

3

4

x

y

 	�("�: 0 0 0

1 1 1
'( ) ( )

2 2
, ,g e y g x e x e

e
= = = +   :ه' ) ∆(، �&��ن �
	د�� =

1 1 1
( )

2 2
y x e e

e
= − + + ��1:، و� 1

2
y x

e
= +.  

II.6.ت أن	إ9% ( )
g

C 	\&�g	� �ME? '� 4gا�Qر ا��X� =ME( α 0�� :1
1

2
α< <:  

6��1 ا���	ل
;1

2
 
  

  : �� fEX	 g '�(?$ى أن ا�"ا��  


$�� و�/&�$ة•�        .  

•( )1 1
(1) 1, 25

2 2
,g g= ):، أي أن ⋍− )1

(1). 0
2

g g < .       

  . ا�"ا�� �&cا)"ة ��	�	•
'E�E� د"� "W�( �M1�&�8 ا��Eا� ��  : ��α 0  و��"إذن �/: �%$ه

( ) 0g x 1 و=
1

2
α< <.  

II.7 .6�X�)ر81 ا�� )
g

C 8�E&/�وا� )∆: (  

II.8 	�  : و�"د ���ل ا��
	د��  و�Wدλ وذ�u �/: @�8 ا��D�1 �%�	?�ا� �@5ا��
  

 	�("�:  
ln x

x
λ= ��	�� :1 ln 1

2 2
x

x x
x

λ+ = +  

         ⇔1
( )

2
g x x λ= +  

  : إذن 

6�X�)ا��
	د�� ا��Q$و�J ه' �
	د�� ��ا4g ا��DE ا��5&$آ� #�� ا�� )
g

C8�E&/�وا� ( )λ∆�1 ا�Uي �
	د�&
2

y x λ= +.   

 	�("�:  

• 1 1

2
y x

e
= +) : ∆(    .•1

2
y x=) : d(    .•1

2
y x λ= +:  ( )λ∆ ن���� ،:  

1
:

e
λ >4Xا� ���X&/� د��	
  . ا��

1
:

e
λ   . ا��
	د�� �I� 4%E وا�"ا=

1
: 0;

e
λ  ∈

  
�(c(	�&� ���� 4%E� د��	
  . ا��

: 0λ   . ا��
	د�� �I� 4%E وا�"ا>
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